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مقدمة 
Introduction‏ 
تعد مسابقات الرياضيات التي يتم تنظيمها دورياً من سمات القرن 
الواحد والعشرين» حيث ازداد عدد المتقدمين لمذه المسابقات بشكل 
ملحوظ وسجلت السنوات الأخيرة أعداداً تحاوزت عشرات الملايين» ولهذه 
الزيادة في أعداد المتسابقين أسباب عديدة من أهمهاء أن هذه المسابقات 
هي وسيلة للتعرف على الطلاب الموهوبين والمبدعين الذين يواصلون 
دراستهم بتفوق » ليس في الرياضيات فقط وإنما في المحالات العلمية 
المختلفة » كما أن للمسابقات تأثيراً إيجابياً على التعليم؛ إذ أنما أدت إلى 
إنشاء أندية علمية في المدارس وإلى تطوير مواد إثرائية في العديد من دول 
العالم» انعكس أثرها على تطوير المناهج التعليمية وأدى إلى بروز باحثين 
متميزين في الرياضيات أسهموا في حل العديد من المسائل العلمية الصعبة. 
كما أن لمسابقات الرياضيات تأثيراً إيجابياً على تغيير ثقافة انحتمعات 
ونظرتهم إلى مادة الرياضيات. 
عقدت أول مسابقة أولمبياد دولية في الرياضيات (18110 ) قي رومانيا 
عام 1959م حيث بلغ عدد الدول المشاركة في هذه المسابقة سبع دول » 


بعد ذلك توالى عقد المسابقة سنوياً وبانتظام إلى وقتنا الحاضر ( ما عدا العام 
0م تسبب: ظروف طرأت على الدولة المضيفة). ولقد ازداد عدد 
الدول المشاركة باطراد إلى أن وصل عدد الدول المشاركة في العام 2009م 
إلى 104 دولة. 

كانت أول مشاركة للمملكة العربية السعودية في الأولمبياد الدولي في 
العام 2004م حيث كان أداء الفريق السعودي متواضعاً نتيجة لقلة الخبرة 
والإعداد اليد في التدريب. استمر هذا الأداء المتواضع إلى العام 2008م. 
بعد ذلك أوكلت وزارة التربية والتعليم مهمة الإعداد للأولمبياد لمؤسسة الملك 
عبدالعزيز ورحاله للموهبة والإبداع "موهبة" واتخذت موهبة عدة قرارات 
نوعية تحسب لماء أهمها الاستفادة من حبرات الدول المتفوقة في مسابقة 
الأولمبياد في إعداد البرامج التدريبية للفريق السعودي . ومن القرارات الأخرى 
المهمة» توفير مادة تدريبية باللغة العربية تغطي مراحل التدريب المختلفة 
فأوعزت إلى فريق من الأكادميين المهتمين بالمسابقات بوضع سلسلتين من 
الكتب» السلسلة الأولى تخدم الناشئين الراغبين في التدريب المبكر » وأما 
السلسلة الثانية فهي موجهة للمراحل المتقدمة. تحتوي السلسلة الأولى على 
ثمانية كتب تعال ج أربعة مواضيع هي نظرية الأعداد» احبر » والمندسة» 
والتركيبات » وكل من هذ الكتب مكون من جزأين يغطيان المرحلة الأولى 


والثانية من تدريب الناشئير 5 


الا 


أما السلسلة الثانية فموجهة إلى المرحلتين الثالثة والرابعة من التدريب 
ومكونة من عشرة كتب تغطي المواضيع الأربعة السابقة وهي المواضيع 
المطلوب من المتدرب معرفتها للتحضير لمسابقة الأولمبياد. 
هذا الكتاب هو الجزء الأول من الهندسة للمرحلة الأولى. ويقع قي أربعة 
فصول تغطي ما نراه أساسيا في هذه المرحلة العمرية. 
ولقد حرصنا أن تكون المسائل متنوعة وعستويات صعوبة تتفق مع 
الاحتلاف في القدرات بين الطلاب حيث العديد منها مأحوذ من مسائل 
مسابقات الناشئين لعدة دول» منها الولايات المتحدة الأمريكية» وكنداء 
والمملكة المتحدة » واستراليا. إن الحدف الأهم من هذه الكتب هو مساعدة 
الطالب على فهم المادة المطروحة حتى مع غياب المدرب ثم يقوم بمحاولة 
حل المسائل دون النظر إلى حلولها ومن ثم يقوم بمقارنة حلوله مع الحلول 
المقدمة في الكتاب لهذه المسائل . كما يتضمن الكتاب مسائل غير محلولة 
مع وحود الإحابات النهائية لما » لزيادة التحدي لدى الطلاب. 

الوسيلة الوحيدة للتعلم والتدريب على حل المسائل هي أن يقضي 
الطالب وقتاًكافياً في التفكير في المسألة ثم يضع لنفسه استراتيجية لحل 
المسألة» بعد ذلك يجرب هذه الاستراتيجية لمعرفة مدى نحاحهاء وقد يضطر 
إلى تعديلها بصورة تدريجية إلى أن يصل إلى الحل الصحيح. إن تكرار 


االا 


امحاولات في مسائل مختلفة ومتنوعة تكسب الطالب الخبرة اللازمة للوصول 
إلى المستوى التنافسي في المسابقات. 

وني النهاية نود أن نتقدم بالشكر إلى مؤسسة الملك عبدالعزيز ورجاله 
للموهبة والإبداع "موهبة" على اهتمامها بوضع برامج مدروسة دراسة جيدة 
لتدريب الطلاب على المسابقات » سواء المسابقات الحلية أو مسابقات 
الأولبياد مما شجعنا على القيام بتأليف هذا الكتاب» الذي نرحو الله أن 
يجعله محققاً للهدف الذي أعد من أحله» كما نرحو أن يوفق طلابنا 
وطالباتنا في المنافسة على المستوى الوطني والعالمي . 
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بعض المثلثات القائمة الخاصة .. 
المثلثات المتشاكة 


إجابات المسائل غير المحلولة 


الفصل الثالث: المضلعات 


المضلعات E‏ 
المضلعات المنتظمة 
الرباعيات 





١. 


الفصل الرابع: الدوائر ۳ 


الأوتار والأقواس والزوايا المركزية 0 


الزاوية المركزية aR‏ 


أقواس الدائرة اوی 


القواطع والمماسات 5250 


خواص زوايا الدوائر E‏ 


مساحة المضلعات المنتظمة 


الك 


الفصل الأول 


المستقيمات والزوايا 
Lines And Angles‏ 


تبدأ دراسة المندسة عادة بتقدم مفاهيم بدائية (مفاهيم قبل بدون تعريف) وهي 
النقطة والمستقيم والمستوى وبعض المسلمات التي تقدم بدون برهان. 

النقطة [)دزمط] 

يستخدم رمز البائنة "." لتمثيل النقطة وعادة ما يكون للبائنة مساحة ولكن النقطة 
التي تمثلها ليس لما مساحة. نستخدم حروف اللغة الصغيرة أو الكبيرة لنرمز إلى 


النقطة. 

[Line] المستقيم‎ 

يتكون المستقيم من عدد غير منته من النقاط ويتم تمثيله كما في الشكل 
2 1 6 


وما أنه يحتوي النقطتين 4 و 8 فيمكن التعبير عنه على النحو 48 أو يمكن 
تسميئه بأحد حروف اللغة» مثل» 1. 





۲ الغندسة (الجزء الأول) 


المستوى [عمواط] 

المستوى هو سطح منبسط ليس له سماكة ويتكون من عدد غير منته من النقاط» 
مثل» سطح المكتب أو أرضية غرفة ولكن لوح زحاج نافذة لا يعتبر مستوى لوجود 
سماكة للوح. ولأنه من المستحيل تمثيل صورة تمتد إلى مالانحاية فعادة نعبر عن المستوى 
بشكل مكون من أربعة أضلاع كما هو مبين أدناه 


لاحظ أن المستوى هو مجموعة من النقاط» ولذا فتقاطع مستويين يجب أن يكون 
مجموعة النقاط المشتركة بين المستويين» فإذا وحد بالفعل نقاط مشتركة بين المستويين 
فإننا نقول إن المستويين متقاطعان ومجموعة تقاطعهما هي مستقيم» وأما في حالة 
عدم وجود نقاط مشتركة بين مستويين فنقول إنهما متوازيان ونمثل ذلك على الصورة 


| ی 


B 





D 





مستويان متوازيان المستويان € و ( يتقاطعان في المستقيم ۸8 

















المستقيمات والزوايا ۳ 


تعريف 

)١(‏ الفضاء هو مجموعة جميع النقاط. 

(؟) نقول إن مجموعة من النقاط على استقامة واحدة إذا وقعت جميعاً على 
مستقيم واحد وحلاف ذلك تكون النقاط ليست على استقامة واحدة. 


(۳) نقول إن مجموعة من النقاط مستوية إذا وقعت جميعاً داحل مستوى واحد. 


نقدم الآن بعض مسلمات الحندسة وسنضيف إلى هذه القائمة مسلمات 
أخرى كلما دعت الحاجة إلى ذلك. 


مسلمة :)١(‏ يحتوي المستقيم نقطتين على الأقل. 

مسلمة (۲): يحتوي المستوى ثلاث نقاط على الأقل. 

مسلمة (۳): يحتوي الفضاء أربع نقاط على الأقل. 

مسلمة (4): لأي نقطتين مختلفتين يوحد مستقيم وحيد ير يمما. 

مسلمة (5): لأي ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة يوحد مستوى وحيد 
يحويها. 

مسلمة (5): إذا وقعت نقطتان مختلفتان في مستوى فأي مستقيم يمر بمما يحب أن 
يقع بكامله في ال مستوى نفسه. 

مسلمة (۷): إذا تقاطع مستويان مختلفان فإن تقاطعهما يجب أن يكون مستقيماً. 


تستخدم المسلمات لإثبات بعض المبرهنات. نقدم بعض المبرهنات الأساسية 
دون تقدم برهان لمعظمها. 








ك3 الهندسة «الجزء الأول) 

مبرهنة :)١(‏ إذا تقاطع مستقيمان فإنهما يتقاطعان في نقطة واحدة فقط. 

مبرهنة (۲): إذا كانت النقطة 4 خارج المستقيم 1 فيوحد مستوى واحد فقط يحوي 
النقطة 4 والمستقيم 1 معاً. 


القطع والأشعة المستقيمة [Segments and Rays]‏ 
المسافة بين نقطتين :(distance between two points)‏ من الممكن إقران عدد 
حقيقي مع كل نقطة من نقاط حط مستقيم بنفس الطريقة التي ألفها الطالب في 
خط الأعداد الحقيقية. إذا كانت 4 و 8 نقطتين على مستقيم وكان العدد نه 
مقروناً بالنقطة 4 والعدد ر مقروناً بالنقطة 8 فإن المسافة بين النقطتين 4 و 8 

يرمز لها بالرمز |48| أو 48 وتعرف على أتما 

|نه 0 ك | | | ما 48 

لاحظ أن المسافة بين 4 و 8 غير سالبة. 


القطعة المستقيمة (7©86مع»6): إذا كانت 4 و 8 نقطتين على المستقيم 48 
فإن القطعة المستقيمة بين النقطتين ۸4 و 8 يرمز لها بالرمز 48 وهي مجموعة 
النقاط الواقعة بين ۸4 و 8 با في ذلك النقطتين 4 و 8 . تسمى النقطتان 4 و 
8 طرف القطعة المستقيمة 4/8 . 


وو سسس 














المستقيمات والزوايا 3 
نقطة واقعة بين نقطتين (و)صزدم 690 :)a point between‏ نقول إن النقطة € 
على المستقيم 48 تقع بين النقطتين 4 و 8 إذا وفقط إذا كان 
|48 | = |8| + |40 |. نستخدم عادة الرمز 408 ليعني أن النقطة 0 تقع 
بین A‏ و 3 


a 25957 22555 AK: 


الشعاع (7:): الشعاع (أو نصف المستقيم) الذي يبدأ بالنقطة 4 باتحاه النقطة 8 
یرمز له بالرمز 48 وهو اتحاد بجموعة نقاط 48 ومجموعة جميع النقاط 0 بحيث 
تقع 8 بين 4 و 00). 


اہ ہے 
A B 0‏ 


الشعاع 48 
وإذا كانت النقطة © واقعة بين النقطتين 4 و 8 على المستقيم 48 فإننا نقول 
إن الشعاعين 0۸ و 08 متعاكسان. 


ل ع جم 
A C B‏ 


4 معاكس للشعاع 08 


القطع المستقيمة المتطابقة (ئأرءصعءء ٤«مuإعnهء):‏ نقول إن القطعتين 
ا مستقيمتيق AB‏ و CD‏ متطابقتان ونکتب AB = CD‏ إذا كان 
|CD|‏ = |48| أي .(AB = CD‏ 











1 الغندسة (الجزء الأول) 


ملحوظة: لقياس طول قطعة مستقيمة نستخدم عادة المسطرة لإنحاز ذلك أو 
إحداثيات طرفي القطعة على خط الأعداد. 


نقطة المنتصف (ا«ذممهنص): تسمى النقطة 14 منتصف القطعة المستقيمة ۸8 
إذا وقعت 1 على 48 وكان |1318| = |42 |. لاحظ أن نقطة المتتصف 
للقطعة المستقيمة وحيدة (لاذا ؟). 


مُنصّف قطعة )سعصوءء: a‏ 2ه :)bisector‏ إذا قطع مستقيم أو قطعة مستقيمة أو 
شعاع أو مستوى قطعة مستقيمة 8 عند منتصفها فإنه يسمى منصفاً للقطعة 
المستقيمة 48 . 


مغال :)١(‏ جد طول القطعة 30717 في الشكل المرفق 


7 کم 
١ M N oO‏ 
إذاكان 36 = |۷0 |. 
الحل: النقطة N‏ واقعة بين النقطتين ‏ 14 و 0. إذن» 
.|M0| = |1437| + |0|‏ أي أن 7+ |1077| - 36. من ذلك نحد أن 
.|MN| = 36-7 = 9‏ 0 


مغال (7): حط الأعداد المرفق يبين إحداثيات بعض نقاط المستقيم ۸8 


A 2 2 0 6 8‏ 
ھلم بم 1 تت 
1 4 0 1 4- 











المستقيمات والزوايا ۷ 
1 1 
الحل: = 4 - | - |2| 0 


مغال (۳): إذا كان 5 = |48| و 2= |80 | و 7= |40 | فأي من النقاط 
4ء 8 © تقع بين النقطتين الأحريين ؟ 
الحل: 8 تقع بين 4 و 0 لأن 

0 |40| =7 = 5+2 =|A4B|+|BC| 


مغال (5): العلاقة بين نقاط القطعة المستقيمة 
B‏ 0 


3 21 


O9 


هي |2|08 = |40 |. ما قيمة ± ؟ 
الحل: بما أن © تقع بين 4 و 8 وأن |2028 = |4٥|‏ فإن 
.|A4B| = | 40| + |CB| = 2|0B| + |CB| = 3|CB|‏ 
إذن» 7 - = |08]. وهذا يكون 14 = |40| ومن ثم  .2=14‏ <> 
الزوايا وقياسها [Angles and their Measure]‏ 
تعريف: تُعرف الزاوية على أا اتحاد شعاعين يشتركان في نقطة البداية. تسمى نقطة 


البداية رأس الزاوية ويسمى الشعاعان ضلعي الزاوية. فمثلاً» 


C 











۸ الغندسة «الجزء الأول) 
زاوية رأسها 4 وضلعاها هما 48 و 40. لاحظ وجود زاوية أخرى ضلعاها 
6 و 48. متى شنا التفريق بين هاتين الزاويتين سنتقيد بالحركة عكس عقارب 


الساعة فنسمي مثلاً الزاوية المرسومة في الشكل 840 » ونسمى الأخرى 048. 


0 C 


A B B 
A 


CAB BAC 
أما إذا كانت الزاوية المعنية مفهومة من السياق (كأن تكون مرسومة في الشكل) فقد‎ 
نسميها بأي من الرمزين أو حتى 4 أو #. نستخدم أياً من الرموز التالية للدلالة‎ 


على هذه الزاوية: 648 أو 846 أو 4 أو نه. 


نحتاج للتعامل مع الزوايا إلى مفهوم نصف المستوى. في الشكل المرفق المستقيم 


1 يجزئ المستوىك 34 إلى ثلاث 

ونصف المستوى الذي يحوي النقطة 

4 ونصف المستوى الآخر الذي يحوي النقطة 8. المستقيم 1 هو حافة كل من 
نصفي المستوى ولكنه لا يقع في أي منهما. الزاوية 840 المبينة في الشكل أدناه 
تقع في المستوى 11 والنقاط ۸4» 228 © تقع على الزاوية. النقطة 7 تقع داحل 
الزاوية 810 والنقطة 2 
تقع حارجها. المنطقة التي 
تقع داخل الزاوية 8۸60 














المستقيمات والزوايا 9 
هي المنطقة داحل نصف المستوى الذي يحوي النقطة 8 والذي حافته 40 مع 
نصف المستوى الذي يحوي النقطة © وحافته 48 . أما حارج الزاوية 846 فهي 
مجموعة النقاط التي لا تقع على الزاوية ولا تقع داحل الزاوية. 

تقاس الزاوية عادة بمقدار الدوران من أحد الأضلاع باتجاه عكس عقارب 
الساعة إلى الضلع الآخر وتستخدم في ذلك الدرحات 
كوحدات القياس حيث تساوي الدورة الكاملة 360 gg‏ 
دورة كاملة 360° 


درحة (يرمز لذلك 360°). 


ملحوظة: هناك طريقة أخرى لقياس الزاوية تستخدم ما يعرف باسم وحدات 


الراديان. هنا نرسم دائرة نصف قطرها 1 ومركزها عند رأس 0 E‏ 
الزاوية (انظر الشكل). قياس الزاوية بالراديان هو طول 2 


کن 
القوس 5(. وما أن حيط الدائرة يساوي 27 فإن 


.7 = 180° أو‎ 27 )rad( = 360° 


بعض الزوايا الخاصة [Some Special Angles]‏ 
الزاوية الحادة (عاعمه ماسءه): هي الزاوية التي قياسها أصغر من 90° . 


الزاوية القائمة (ءاعمه ٤طعذ):‏ هي الزاوية التي قياسها يساوي 90 وعادة تمثل 
الزاوية القائمة بالشكل 








1۰ العندسة الجزء الأول) 
الزاوية المنفرجة (©1ع22 موںاطه): هي الزاوية التي يزيد قياسها عن 90°. 


الزاويتان المنتامتان (esاعرھ‏ نونه)هعدمء[مدومء): يقال عن زاويتين أنهما متتامتان 


إذا كان مجموع قياسيهما يساوي "90. 


60° 
30° 


الزاوية المستقيمة (عاوصد عصذا )طاونهمة): هي الزاوية التي قياسها 180 . 


و a‏ سے 


الزاويتان المتكاملتان anges)‏ ementaryاsupp):‏ تسمى الزاویتان متكاملتين متى 
ما کان مجموع قياسيهما يساوي *180. 


< 2 


الزاويتان المتجاورتان (281©5ه 6مءء80[9): هما زاويتان في المستوى تشتركان في 
ضلع ولكنهما لا تشتركان بنقاط داخلية. 





:8 و 7 زأويقان متجاورتان ويسمى كل من الضلعين. 42 و 48 ضلعاً خارحياً. 











المستقيمات والزوايا لل 
الزاويتان المتقابلتان بالرأس (وع1وسه له01): إذا تقاطع المستقيمان 1 و 77 
كما هو مبين في الشكل فإنه ينشأ عن ذلك عدد من الزوايا. نقول إن الزاويتين 1 و 
2 (أو الزاويتين 3 و 4) متقابلتان بالرأس. 2 "9 


وإذا كانت إحدى الزوايا الناتجة عن هذا 





التقاطع قائمة (ومن ثم جميع الزوايا الأخرى 
قائمة) فإننا نقول إن المستقيمين متعامدان ونكتب 1[ ل ". 
7 


تعريف: نقول إن الزاويتين 4 و 8 متطابقتان إذا تساوى قياسهما. أي أن 


ذأ ده 


.4- 


مسلمة (8): إذا تحاورت زوايا فإن قياس الزوايا الكبيرة يساوي مجموع قياسات الزوايا 
الصغيرة الناشئة عن هذا التجاور. 











03 الغندسة «الجزء الأول) 


في الشكل أعلاه لدينا 3 + 2 +1 - 840 . 


مغال (0): يزيد قياس زاوية بمقدار 58° عن مكملتها. ما قياس الزاوية المكملة ؟ 
الحل: لنفرض أن الزاوية هي 4 ومكملتها 8. عندئذء 180 - 4+8 و 
58 + 2 = 4 . إذن» 


B + 58° + B - 


2B = 2‏ 
B = 61°.‏ 0 
مثال (5): أضفنا زاوية إلى نصف متممتها فكان الناتج زاوية قياسها 72. ما قياس 


الزاوية الكبيرة ؟ 
الحل: لنفرض أن 4 هي الزاوية الكبيرة وأن 8 هي الزاوية الصغيرة. عندئذء 
و +2 و - 4+28. بحل المعادلتين نحصل على 54° = 4 و 


5 = 8 . إذن» قياس الزاوية الكبيرة هو 545. 0 


مُتَصّف الزاوية (ء[عصح 06 «مء»ءو01): نقول إن AD‏ هو منصف الزاوية BAC‏ 


إذا وقعت 2 داخل الزاوية 8۸40 وكان 5۸0 = B۸5‏ . 














المستقيمات والزوايا ۳ 
مسلمة (4): لأي زاوية يوحد منصف واحد فقط. 

مبرهنة (5): إذا وقع الضلعان الخارجيان لزاويتين متجاورتين على مستقيم واحد فإن 
الزاويتين متكاملتان. 

البرهان: نفرض أن 428 و 8(6 زاويتان متجاورتان وأن 24 و 720 


غات على 46 كما بهو ین :3 


الشكل. با أن 1805 - 420 وأن 8 

BDC + 8‏ = 420 فنجد أن جسم ف 
درت 6 D‏ 4 

”80 ع BDC + ADB‏ . ومن م فهما 

زاويتان متكاملتان. U‏ 


مبرهنة (0): إذا وقع الضلعان الخارحيان لزاويتين متجاورتين حادتين على مستقيمين 
متعامدين فما متتامتان. 


مسلمة :)٠١(‏ من نقطة معطاة على مستقيم في مستوى يوحد شعاع وحيد يبدأ 
بالنقطة المعطاة ويكوّن زاوية وحيدة مع المستقيم. 


مبرهنة (5): من نقطة معطاة على مستقيم في مستوى يمكن إنشاء مستقيم عمودي 
وحيد على المستقيم المعطى. 


مبرهنة (۷): الزاويتان المتقابلتان بالرأس متطابقتان. 











15 الهندسة «الجزء الأول) 


البرهان: لنفرض أن 1 تقابل الزاوية 2 بالرأس كما هو مبين في الشكل المرفق. 





الآن» 180° = 1+3 لأنحما يكونان زاوية 3 

مستقيمة و 180° = 3 + 2 لأغما يكونان زاوية 2را 

مستقيمة. إذن» 143-83 ومن ثم فإن 

1=2. لا 


المستقيمات المتوازية [Parallel Lines]‏ 
نقول إن المستقيمين 1 و 72 متوازيان ونكتب 78 || 1 إذا وقعا في المستوى نفسه ولم 
توجد نقاط مشتركة بينهما. 


مدر 


أما إذا كان المستقيمان في مستويين مختلفين ولم توحد نقاط مشتركة بينهما فإننا نقول 
في هذه الحالة إن المستقيمين متخالفان (سع)ي). في الشكل المرفق» المستقيمان 1 و 
2 متخالفان لأنمما واقعان في مستويين مختلفين 418017 و "010191 . 




















المستقيمات والزوايا 10 
لقد سبق وأن تعرفنا على مستويين متوازيين وهما مستويان لا توحد نقاط مشتركة 
بينهماء مثل (4801 و .EFGH‏ 
إذا لم توحد نقاط مشتركة بين مستقيم ومستوى فنقول إنمما متوازيان. فمثلاً» 


المستقيم 1 في الشكل أعلاه يوازي ال مستوى 2106171 . 


المستقيم القاطع (عمنا اووإم«ومه)): هو المستقيم الذي يقطع مستقيمين (أو 
أكثر) في المستوى الذي يحويهما بنقاط مختلفة» مثل» المستقيم 1 يقطع المستقيمين 
و 7 في الشكل المرفق. 





ينشأ عن قطع مستقيم لمستقيمين عدد من الزوايا لها أهمية خاصة. 

الزوايا الداخلية (وءاعصه «وترعغمة): 3» 24 25 6 هي زوايا داحلية. 

الزوايا الخارجية (وءاعصد 30رء]<ه): 21 2» 7» 8 هي زوايا خارجية. 

الزوايا المتناظرة (2281©5 1528 02موع0ع): الزاويتان المتناظرتان تقعان على الجهة 
نفسها من القاطع وما رأسان مختلفان وإحداهما زاوية داخلية والأخرى زاوية 


خارحية. في الشكل اعلا أزواج الزوايا المتناظرة هي (1 و 5))» (2 و 6)» (3 و 
'» (4 و 8). 








1 الهندسة «الجزء الأول) 

الزوايا التبادلية داخلياً (وءاعصة ممما teوternاa):‏ الزاويتان التبادليتان داحلياً 
هما زاويتان داخليتان لهما رأسان مختلفان ويقعان على جهتين مختلفتين من القاطع. في 
الشكل أعلاه يوحد زوحان من الزوايا التبادلية داحلياً هما (3 و 6) و (4 و 5). 
الزوايا التبادلية خارجياً :)aternate exterior angles)‏ الزاويتان التبادليتان 
خارجياً هما زاويتان خارجيتان مما رأسان مختلفان ويقعان على جهتين مختلفتين من 
القاطع. في الشكل أعلاه يوحد زوحان من الزوايا التبادلية خارجياً هما (1 و 8) 
و(2 و 7). 

الزوايا المتقابلة بالرأس (ءءاعمه اهعنام»): الزاويتان المتقابلتان بالرأس هما زاويتان 
تشتركان في الرأس ومتقابلتان. أزواج الزوايا المتقابلة بالرأس في الشكل أعلاه هي 
(1 و 4)» (2 و5(»)3 و 6(»)8 و 7). 

مسلمة :)١١(‏ إذا قطع مستقيم مستقيمين متوازيين فإن كل زاويتين متناظرتين 
متطابقتان. 


مسلمة :)١7(‏ إذا قطع مستقيم مستقيمين وكانت الزوايا المتناظرة متطابقة فإن 
المستقيمين متوازيان. 

مبرهنة (۸): إذا قطع مستقيم مستقيمين متوازيين وكانت الزاويتان :ه و ل تبادليتين 
داخلياً فإن /) = 4. 

البرهان: لنفرض أن المستقيم 1 يقطع المستقيمين المتوازيين 72 و 7 كما في الشكل 
المرفق 








المستقيمات والزوايا 1 





الآن: 2 = د بالتناظر و 2 = ل بالتقابل بالرأس. إذن» ر = . لا 


مبرهنة (4): إذا قطع مستقيم مستقيمين وكانت الزاويتان التبادليتان داخلياً 
متطابقتين فإن المستقيمين متوازيان. 

البرهان: لنفرض أن 1 قطع المستقيمين 2 و 2 وكان و دي "كما حو سیق في 
الشكل المرفق مع المبرهنة (۸). عندئذى 2 = :د (لأن 2 = ب بالتقابل بالرأس). 
وما آن. ج و 2 مساظرقاة فاق || ٠‏ لا 


مبرهنة :)١٠١(‏ لنفرض أن المستقيم 1 يقطع كلاً من المستقيمين م و « وكان 
n‏ || 2 و ۸" ل 1. عندئذ» ™ ل 1. وبالعكسء إذاكان ص ل 7 و م 1 1 فإن 


مبرهنة :)١١(‏ إذا قطع المستقيم 1 كلاً من المستقيمين 70 و 2 وكانت وا 
زاويتين داحليتين واقعتين على الحهة نفسها من القاطع فإن 8 || 72 إذا وفقط إذا 
كان 180° = 4 + 2. 


مبرهنة :)١7(‏ من نقطة 4 غير واقعة على المستقيم 1 يمكن إنشاء مستقيم وحيد 
يوازي ] وعر بالنقطة 4 . 











14 الهندسة «الجزء الأول) 


البرهان: ارسم مستقيماً «: عر بالنقطة 4 ويقطع 1. الآنء ارسم الشعاع ۸8 


بحيث يكون ل = :2. بما أن :د و 7 متناظرتان ومتطابقتان فإن 8 ||1. 


8 
EE 0‏ 
SE‏ ب سنت ينو 
ا 1 
27 4 
7 1€ 
ف 
ا 
m‏ 


ولبرهان وحدانية المستقيم 7 نستخدم البرهان بالتناقض حيث نفرض وحود مستقيم 
آخر 8 عر بالنقطة 4 ويوازي 1. الآن» ر = 0242 بالتناظر. ولكن ل = ند. 
إذن» » = 042 وهذا مستحيل إلا إذاكان المستقيم ۸ يطابق المستقيم #. 1ا 


يعامد ]. 


مثال (۷): في الشكل المرفق» ” || 1. احسب قياس ل . 





الحل: ”(22 + 4) = ”(ء5) بالتناظر. من ذلك نجحد أن 22° = م. إذن 


10° = 5 . الآن» 70° = 110° - 180° = (52) - 180° = ن. 0 























المستقيمات والزوايا 0 


مغال (8): في الشكل المرفق» جد قياس :2 . 
1 


42° 
92° 


الحل: 360° = 92° + 42° + 5ه (لاذا؟). إذنء 
226° = 134° - 360° = 4° . >< 


مثال :)٩(‏ في الشكل المرفق» جد قياس 4 . 





الحل: 120° = ۾ بالتقابل بالرأس. 120° = 0 تناظر 4. 
60° = 120° - 180° = ° - 180° = ء لأن ع + 0 زاوية مستقيمة. 
إذن» 60° - م = 4 بالتناظر. > 


مثال :)١١(‏ في الشكل المرفق» جد قيمة :ه. 





( —- 31° 
(3z + 30)° 




















٠‏ الهندسة «الجزء الأول) 


الحل: 
3z + 67 = 260“‏ + 31 - 2 + 30 + نوق 
7a = 360° - 66° = 24°‏ 


0 2 = 42°. 


مال :)١١(‏ في الشكل المرفق 1» ص٠‏ 7 ثلاثة مستقيمات تلتقي في نقطة واحدة. 





الحل: المستقيمان 1 و م متعامدانء» إذن» 905 ح دي + ش. لكن 
40° = 140° - 180° = ن. إذن» 50° = 40° - 90° = 4. 0 


مغال :)١7(‏ في الشكل المرفق 





246° 


46 منصف للزاوية 845 . ما قيمة 8 ؟ 














المستقيمات والزوايا ۳ 
الحل: با أن 460 منصف للزاوية 845 فإن 305 +م - 5. أيضاء 
60° = 246° + ۾ + طا + 30° + هن . أي أن 84° = ( + 20. وبحل المعادلتين 


0° = ۾ م و 84° = طا + 20 نجد أن 18° = و 48° = (. 0 


مغال :)١7(‏ في الشكل المرفق 





.8 منصف 84۴ . جد قياس الزاوية‎ 4D و‎ BAF = CAE 

الحل: بما أن 2047 = BAF‏ فإن (8 + )2 = +b + e‏ ع + 30°. أي أن 
0° = -ا+. وما أن 45 منصف لزاوية 847 فإن 
57 + ۾ عع + 0. أي أن 30° ع + 0 + م-. وبحل المعادلتين معاً نجد أن 


60° = (2. إذن 30° = ق. >< 


مغال (4 :)١‏ في الشكل المرفق 

















3 الهندسة «الجزء الأول) 
EAD = 48‏ و .C4D = CAB‏ أثبت أن 8240 مستقيماً. 


الحل: با أن 360° = 048 + 042 +842 + EAD‏ فإن 


5 


360° = 2م20 + .2EAD‏ أي أن 180° = EAD + CAD‏ . وبمذا يكون 
0 مستقيماً. 9 


مثال :)٠١(‏ في الشكل المرفق حد قيمة ل + :ه. 


5 


الحل: *180 = ”70 + نه زاويتان داخليتان تقعان على الجهة نفسها من القاطع. 
إذنء 22 -س. أيضأء م -3# بالتبادل. إذن» 665 = مے. الآنء 
0° ح ه + 2y‏ زاوية مستقيمة. من ذلك نحد أن *114 - 20 ومن ثم فإن 
7° = ن. إذن» 79° = 57° + 22° = رن + 2. 2< 























المستقيمات والزوايا ۳ 


مسائل محلولة 
]A[1SME 1989[ )۱(‏ إذا كانت المسافة بين النقاط على القطعة المستقيمة 
AB‏ متساوية فما قيمة ب ؟ 
A B‏ 
ا ا ج 
20 17 0 
0 8 (ب) 10 (ج) 12 (د) 16 


الحل: الإحابة هي (ج): بما أن المسافة بين جميع النقاط متساوية فإن المسافة بين 


أي نقطتين متتاليتين تساوي 4 إذنء 24-9 هوق بخ رن 


(0) في الشكل المرفق 73° = .DAE - 19 «BAC = 27° «BA‏ ما 


قياس الزاوية CAD‏ 58 


E 
A 


)أ( 19° (ب) 23° (ج) 27° () 32° 
الحل: الإحابة هي (ج): لاحظ أن الزوايا متجاورة» ولذا فإن 


چچ  _‏ شي .وسيل > کے 


BAE = BAC + CAD + DAE 
73° = 27° + CAD + 19° 


eos 


CAD = 73° - 46° = 27°. 
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م في الشكل المرفق» 132° = 408« 141° = .COD‏ 400 و EOF‏ 


مستقيمان متعامدان. ما قياس 508 ؟ 





أ( 88° (ب) 90° (ج) 91° () 93° 
الحل: الإحابة هي (د): لاحظ أن 
DOF = DOC - 905 = 1415 - 90° = 51°‏ . 
BOF = AOB - 90° = 132° - 90° = 42°‏ . 


حم د اوت 


. DOB = DOF + FOB = 51° + 42° = 93° «iذإ‎ 


(4) إذاكانت الزاوية 8 متممة للزاوية 4 وكان مجموع الزاويتين 4 و 8 مكملاً 
للزاوية © وكان قياس الزاوية 4 يساوي *5 + 27 وقياس الزاوية © يساوي 
° + "8 فإن قياس 8 يساوي 
() 45° رب 55 (ج) 60° (د) 65° 
الحل: الإحابة هي (د): بما أن 8 متممة للزاوية 4 فإن 90° = 8 + 4. وما أن 
4+8 مكملة للزاوية © فن 180= 8+6 +4. إذنء 
0° = (8 +4) - 1805 - €. ولكن ‏ 8+10°=€. إذن 

















المستقيمات والزوايا Yo‏ 


0° = 10+ 8#. ومن ذلك يكون ‏ 10 ح-دم. ويحذا فإن 


55 = 5 + م23 = 4 . وأخير 65° = 25° - 90° = 4 - 90° = 8 . 


(ه) ف الشكل المرفق» 73° = ,1/1/1 و 41° = KNM «INJ‏ و INL‏ 


مستقيمان. ما قياس الزاوية J۸‏ ؟ 





() 22° (ب) 32° (ج) 42° () 52° 
الحل: الإحابة هي (ب): 73° = 1[ = 7/76 بالتقابل بالرأس. إذن» 
.JNK = INK - INJ = 73° - 41° = 32°‏ 


(7) في الشكل المرفق» 4 نقطة واقعة على المستقيم 58 والزاويتان 846 و 
5 متطابقتان. ما قياس الزاوية 546 ؟ 


0 
5 
(5z + 7° (3z + 23)° 
E A B 
95° )( 90° (ب) 86° (ج)‎ 77 (i 


الحل: الإحابة هي (ب): ما أن BAC = EAD‏ فإن 


























5 الهندسة «الجزء الأول) 
Öz +7 = 3z +23‏ 
6 ک2 
8° دعن 
إذنء» 94° = (23 + 8 × 3) + (7 + 8 × 5) = 840 + .EA4D‏ وبهحذا يكون 
.DAC = 180° - 94° = 86°‏ 





(۷) ف الشكل المرفق» 807 منصف عمودي للقطعة 80. 18= 00» 
2+1 ع »€D =3: -7 AB‏ 4-6 = 80. ما طول القطعة 


AD‏ ؟ 
F‏ 
A B 0 6 D‏ 
E‏ 
)أ( 60 (ب) 58 (ج) 54 (د) 50 
الحل: الإحابة هي (أ): بما أن 0۴ المنصف العمودي للقطعة 80 فإن 
BO = OC‏ 
4r —-6=18‏ 
6 عد 


إذذ» 13 = 1+ 22 ع 8ل » 11 ع 7- :3 = 072 . ولذا فإن 
.60 = 11+ 18+ 18+ 13 ع 01 + 00 + 80 + 48 = AD‏ 


(۸) في الشكل لمرفق 24877 20817 286 ثلاثة مستقيمات تتقاطع في 
النقطة 8 . ما قياس الزاوية 486 ؟ 












































المستقيمات والزوايا ۷ 


F 
25° 


0 
(أ) 65° (ب) 55° (ج) 50° (د) 45° 
الحل: الإحابة هي (أ): بما أن 90° = 8F‏ فإن 65° = 25° - 90° = EBF‏ . 

إذن» 65° = ABC = EBF‏ بالتقابل بالرأس. 


)٩(‏ ما قياس الزاوية و في الشكل المرفق؟ 


2-5 
1 
8-5 
( 18 (ب) 30° (ج) 41° (د) 50° 
الحل: الإحابة هي (ج): لدينا 
y= 2 +5°‏ بالتناظر 
y+ 8 - 5° = 180°‏ زاوية مستقيمة. 


من ذلك نرى أن 5° + 2 = ن و 185° + 84- = ن. ولذا فإن 
185° + 82- = 5° + 2 
180° = 102 
18° عدن 
وبالتالي فإن 41° = 5° + 18° ×2 = 5°+ 22 = ل. 








4" الهندسة «الجزء الأول) 


)٠١(‏ ما قياس الزاوية ABC‏ في الشكل المرفق؟ 


A 
/ة + ند‎ / 2 
> 0 2 
0 
أ 60° (ب) 65° © 67 د‎ 
الحل: الإجابة هي (أ): لدينا‎ 
به زاوية مستقيمة‎ + y + 22 = 180° 
م2 ع هو دن زاويتان تبادليتان خارجياً.‎ 


من ذلك نحد أن 3 - 1805 عدن و :3 = ن. إذن» 38# - 180° = 3. أي 
أن 180° = 62 . ومنه فإن 30° = . وبحذا فإن 
ABO = 24 = 2x 30° = 60°.‏ 
]AM ٣8 2001[ )١١(‏ زرعت ست أشجار على استقامة واحدة بحيث أن 
المسافات بينها متساوية. إذا كانت المسافة بين الشجرة الأولى والرابعة تساوي 
0 متراً فما المسافة بالأمتار بين الشجرة الأولى والأحيرة ؟ 
(أ) 90 (ب) 100 (ج) 105 (د) 120 
الحل: الإحابة هي (ب): يوحد ثلاث مسافات بين الشجرة الأولى والرابعة. ولذا كل 
من هذه المسافات تساوي 20 = 5 متراً. إذن» المسافة بين الشجرة الأولى والأخيرة 


هي 100 = 20 × 5 متراً. 














المستقيمات والزوايا ۳۹ 


)١١(‏ قيمة ل في الشكل المرفق تساوي 






11z + 34 
5y —3 
15z +18 


() 3° (ب) 5° (ج) 7° (د) 9° 

الحل: الإحابة هي (): لدينا 
11z + 34 + 5y 3 = 0‏ (زاوية قائمة) 

أي أن 59 = 5y‏ + 112 )0 
كما 50-3 = 2 (بالتقابل بالرأس) 
ولكن 8- ه15 - 90 دج 
إذن» 8- 90-15 = 3 - ررة 
أي أن 5 = 5y‏ + 152 00 


بحل المعادلتين )١(‏ و (؟) نحد أن 4° = ى وأن 3° = ن. 


)١(‏ ما قيمة المجموع و + » في الشكل المرفق ؟ 














۲٠‏ الهندسة «الجزء الأول) 


() 12° (ب) 20° (ج) 24° (د) 26° 
الحل: الإحابة هي (أ): لدينا 

5y = 60°‏ + »5 (بالتناظر) 

5a + 4y = 55°‏ (بالتبادل الداحلي) 


بحل المعادلتين نحد أن “ده و 5° = ن. إذن» 12°= ن + نه. 


)١4(‏ ما قياس الزاوية التي قياس مكملتها يساوي ثلاثة أمثال قياس متممتها ؟ 
() 30° (ب) 40° (ج) 45° (د) 50° 
الحل: الإحابة هي (ج): لنفرض أن قياس الزاوية هو :. إذن» قياس متممتها هو 
نه - 90 وقياس مكملتها » - 180. من ذلك نحد أن 
(2 - 3)90 = 2 - 180 
2g:= 90‏ 
“وله = 


S.M 1986[ )١15(‏ ] قيمة » في الشكل المرفق تساوي 





¢ 35° (ب) 40° (ج) 45° (د) 75° 
الحل: الإحابة هي (0: 
.35° = 325° - 360° = (140° + 80° + 105°) - 360° = °± 

















المستقيمات والزوايا ۴۹ 


)١15(‏ [1982 ©1151.31ه] في الشكل المرفق» النقطة 7 واقعة على المستقيم 
20 . ما قياس الزاوية 7179 ؟ 
5 


R 
70° 


Pp 1 30 Q 
95° )( 90° (أ 80° (ب) 85° (ج)‎ 
الحل: الإحابة هي (أ):‎ 
PTS = 180° - (30° + 70°) = 180° - 100° = 80°. 


S.M 1981[ )۱۷(‏ ] قيمة ى في الشكل المرفق تساوي 
) 20° (ب) 70° (ج) 110° () 220° 


140° 


32 21 


الحل: الإحابة هي (ج): با أن 360° = 140° + ى + ى فإن 220° = 24 . 


وهذا فإن 110° = 4. 


S.M 1979[ )۱۸(‏ ] في الشكل المرفق 4700 مستقيم. قياس الزاوية 
BDC‏ يساوي 
() 20° (ب) 50° (ج) 80° م 100° 








۲ الهندسة «الجزء الأول) 


ا 
0 5# م4 7 


D 
الحل: الإحابة هي (د): با أن 180 = :5 + 4 فإن 20 = ه. إذن»‎ 


. BDC = 5 x20 = 100° 


(۱۹) [1978 41151.310] ف الشكل المرفق 20 و ۸5 مستقيمان متقاطعان. 
قيمة ي + :ه تساوي 
(أ) 15° (ب) 30° (ج) 60° (د) 180° 


Q 
R ے1502‎ 
2 1 
P 5 
الحل: الإحابة هي (ج):‎ 


30° = 150° - 180° دع دن = 2. إذن» 60° = ل + 2. 


)۲١(‏ قياس الزاوية ب في الشكل المرفق يساوي 
¢ 70° (ب) 90° (ج) 100° (د) 110° 


م110 














المستقيمات والزوايا rr‏ 


الحل: الإحابة هي ): 110°=± بلتقابل بالرأس. إذن» 
70° = = 180 = ن. 


)١١(‏ قيمة ن + في الشكل المرفق تساوي 


أ( 120° (ب) 140° (ج) 160° (د) 180° 
E : 5‏ 
F<§0° 7‏ 
140° ٌ2 
A <-0‏ 
الحل: الإحابة هي (د): ارسم مستقيماً موازياً للمستقيم 480 من النقطة ۴ 
2 28 
6 7 
A 3 6‏ 
لدينا 
40° = 140 - 180 = به (زاوية مستقيمة) 
GFB = % - 40°‏ (بالتبادل الداحلي) 


إذن» 40° = 40 - 80 = 678 . من ذلك نجد أن 140° = 40 - 180 = ن. 
وهذا يكون 180° = 140 + 40 = ل + 2. 


(۲۲) قياس الزاوية : في الشكل المرفق تساوي 


أ( 70° (ب) 110° (ج) 120° (د) 130° 











۳٤‏ الهندسة «الجزء الأول) 


الحل: الإحابة هي (د): 
وليكن 0۴ . 





عندئذ» 80° = 1805-1009 = 702 و 500 = 708 بالتبادل الداخلي. 
إذن» 130° = 50° + 80° = FCD + FCB‏ = &. 
(۲۳) في الشكل المرفق» قيمة ي - » تساوي 

أ( 10° (ب) 20° (ج) 30° (د) 40° 





الحل: الإحابة هي (ب): لدينا 120° = 80 + ن بالتبادل الداحلي. إذن» 








المستقيمات والزوايا o‏ 


40° عدن . الآنء 180° = 80 + ن + به لأتما زاوية مستقيمة. إذن» فق کو 


ويهذا يكون 20° = بن - 2 . 


)۲٤(‏ في الشكل المرفق 





7077 = 60° )ب(‎ 680 = 80° ( 
HB || CF () BG | OF ري‎ 


الحل: الإحابة هي (ج): لدينا 180° = و2 + ي + 75. 

ومن ثم فإن 35° = ي وأن 70° = ي2. أيضاً» 180° = 61 + 74 + 10. 
إذن» 7° = نه ومن ثم فإن 70° = 10. من ذلك نحد أن :10 = 2y‏ وها 
زاويتان تبادليتان داخلياً. إذن» ۴© || 86 . 


)۲٣(‏ في الشكل المرفق» BE «AB || CD‏ ينصف CE «ABC‏ ينصف 
DCB‏ . قياس BEC‏ يساوي 
() 80° (ب) 90° (ج) 95° (د) 100° 


B > A 











لفل الهندسة «الجزء الأول) 


الحل: الإحابة هي (ب): لدينا 180° = 568 + 280 . وما أن BE‏ و 01 


منصفان جحد أن 180° = (21701 + .24BE‏ أي أن 90° = ABE + ECD‏ . 
الآن» برسم موازياً EF‏ للمستقيم CD‏ نحد أن 


BEC = BEF + FEC = ABE + ECD - 


)۲١(‏ في الشكل المرفق» قياس - و + نه يساوي 


) 100° (ب) 120° (ج) 150° (د) 180° 





الحل: الإحابة هي (د): لدينا 180° = و + ل» و +2 = 2. من ذلك بحد أن 


ع -ه = و وأن ۾ ل لام عع ان لدان = ون = 18°. 
(۲۷) [2010 sوuه6]‏ ما قياس الزاوية » في الشكل المرفق؟ 


() 25° (ب) 30° (ج) 35° (د) 40° 
150° 


1 


الحل: الإحابة هي (ب): لدينا 360° = 90 + 150 + 90 + 4 . 
إذن» 30° = 330 - 360 = 4. 




















المستقيمات والزوايا 5 


(۲۸) [2010 ussه6]‏ في الشكل المرفق» ۶Q۸‏ مستقيم. ما قيمة :2 ؟ 
() 54° (ب) 64 (ج) 69° O)‏ 





الحل: الإحابة هي (ج): لدينا 
*180 = 42 + نو + بن 
138° = 2 
.69° = 2 


]M40 2011 [ )(‏ الزاويتات 4 و 8 متكاملتان والزاویتان 8 و © 
متكاملتان أيضاً. إذا كان (16+ 8#) =4 و (24-:5) = © فما 
قياس الزاوية B؟‏ 
0 70° (ب) 84° (ج) 104° (د) 134° 
الحل: الإجابة هي (ج): لتا 
A+ 8 - 180°‏ 
3z +16 + B = 0‏ 
B = 164 - 3#‏ )0 


+ 0-0 
B + 5z - 24 = 0 
(0 B = 204 - 5 














۳۸ الهندسة «الجزء الأول) 


من )١(‏ و (۲) نحصل على 
و5 - 204 = 3z‏ - 164 
2z = 40‏ 
0۶ک 


.B = 164 - 3× 20 = 104° إذذ»‎ 


]M40 2010[ )۳١(‏ لنفرض أن 7 نقطة واقعة بين 11 و ١]‏ على القطعة 
المستقيمة 317 والنقطة 4 واقعة بين 24 و 7. إذا كان 
M4: 41 : TH‏ يساوي 5 : 4 : 2 وكان 20 = 47 فما طول القطعة 
MH‏ ¢ 
) 25 (ب) 30 (ج) 35 () 55 

الحل: الإحابة هي (د): لنفرض أن 28 - 1۸. عندئذف نمه - 47 و 

TH = 5‏ . وما أن 20 = 47 نحد أن 5 = م. إذن» 

MH - ه11‎ =11x5 =55. 








المستقيمات والزوايا 3 


)١(‏ [2011 وونته3] ما قيمة :ه في الشكل المرفق؟ 
15° (ب) 18° (ج) 20° (د) 22° 
227 
32° 


02 


ص 


(05 


[2008 ووناة0] في الشكل المرفق» ۶Q‏ مستقيم. ما قيمة :م ؟ 
() 20° (ب) 36° (ج) 45° 72 


[2006 ussه]‏ في الشكل المرفق» ۸80 مستقيم. ما قيمة 2 ؟ 
50° (ب) 100° (ج) 120° (د) 140° 


4 2:0 0 


8 


[1990 ©45151:31] في الشكل المرفق» 20 مستقيم. ما قياس الزاوية 
STP‏ ؟ 


789 
53 0 














(°) 


(D 


اف 


00 


الهندسة «الجزء الأول) 
¢ 69° (ب) 89° (ج) 101° «) 111° 
[S.M 1989[‏ ما قياس الزاوية :2 في الشكل المرفق؟ 


أ 72° (ب) 108° (ج) 118° (د) 128° 


72? 


MC 1987[‏ ] ف الشكل المرفق 720 مستقيم. ما قيمة :ه ؟ 
0 9° (ب) 11° (ج) 16° «) 27 


5 0 


[1985 ©4115131] في الشكل المرفق» قياس الزاوية :2 يساوي 
() 90° (ب) 92° (ج) 96° (د) 112° 
44 


° 


132° 


]M40 2010[‏ في الشكل المرفق» المستقيمان متقاطعان. ما قيمة م ؟ 

















المستقيمات والزوايا 4١‏ 





60 (ب) 8° (ج) 12° (د) 14° 


]M40 2007[ )9(‏ ما قيمة ن + 3 في الشكل المرفق؟ 
() 40° (ب) 50° (ج) 80° ) 100° 


(4z + gy) 





)٠١‏ ما قياس الزاوية التي قياس متممتها يساوي 40% من قياس مكملتها؟ 
) 24° (ب) 26° (ج) 30° (د) 35° 


]M40 2005[ )١١(‏ ما قيمة : في الشكل المرفق؟ 
() 22° (ب) 24° (ج) 36° (۵ 40° 


(32 - 2y) 


(z+ دن‎ 6(* a0 

















بق الغندسة «الجزء الأول) 
(؟١١)‏ [2005 ]M40‏ في الشكل المرفق» المستقيمان ] و «7 متعامدان» قياس 
الزاوية n‏ يساوي ”75 ما قيمة وه -© ؟ 


() 15° (ب) 20° (ج) 30° («د) 45° 





]M۸40© 2003[ )۳(‏ مجموع قياسي زاوية حادة وزاوية منفرحة يساوي “140. 
مجموع ضعف مكملة الزاوية المنفرحة وثلاثة أمثال متممة الزاوية الحادة يساوي 
07 . ما حارج قسمة الزاوية المنفرحة على الزاوية الحادة ؟ 
() 8 (ب) 10 (ج) 12 () 13 


[M۸0 2003[ )١٤(‏ النقطة 8 هي منتصف القطعة المستقيمة 4€ وإحدائيها 
هو 5. إذاكان إحداثي 4 أكبر من إحداثي © وكان 9 = 8٥‏ فإن طول 
القطعة 40 يساوي 
أ( 14 (ب) 16 (ج) 18 «) 20 


[M140 2002[ )15(‏ قياس مكملة الزاوية 4 يساوي أربعة أضعاف قياس 


متممتها. ما قياس الزاوية ۸ ؟ 
أ( 36° (ب) 54° (ج) 60° (د) 120° 








المستقيمات والزوايا < 


]M40 2002[ )١١(‏ في الشكل المرفق» ما قيمة المقدار ”م4 ؟ 
(ً( 64 (ب) 324 (ج) 362 <) 1296 





3 في الشكل المرفق» المستقيم 1 يوازي المستقيم 2 والمستقيم‎ ]M40 2001[ )١۷( 
يوازي المستقيم 4 والحروف على الشكل هي قياسات الزوايا. إذا كان‎ 
المستقيم 3 لا يعامد المستقيم 1» فكم عبارة من العبارات التالية صائبة ؟‎ 
O=D (iv) M=P (ib C=€@G@ (ii) A=B 0( 

J=K (wii) 8-1 wi) E=N (xD L=F 00 





)¢ 0 (ب) 1 (ج) 2 () 3 


[S.٣ 1995[ )۱۸(‏ ما قياس الزاوية الكبرى في الشكل المرفق ؟ 
)أ( 116° (ب) 120° (ج) 125° (د) 130° 








4< الغندسة «الجزء الأول) 





[S.M 2000[ )۱۹(‏ قيمة 4 - ن في الشكل المرفق تساوي 
() 30° (ب) 40° (ج) 60° 2 70° 


° 


1 
50° 6ON, 


)۲١(‏ ما قياس الزاوية :ه في الشكل المرفق ؟ 


85 40 


(أ) 85° (ب) 95° (ج) 110° (د) 125° 
(1؟) ما قياس الزاوية » في الشكل المرفق ؟ 


2° 


336° 


7 (ب) 80° (ج) 120° © 4# 








المستقيمات والزوايا 50 


2 
05 
7 40° 
85° 
5 F 
6 
DF || 48 (ب)‎ CBD = 65° (i) 
BDF = ABD (د)‎ DE || BC )ج(‎ 
في الشكل المرفق‎ )۲۲( 





B 
48 || ©5 (ب)‎ B = 80° (i 
EF || CD (د)‎ DOA = 75° (ج(‎ 


)۲١(‏ في الشكل المرفق» ما قيمة ,«و- :ه ؟ 
¢ 0° (ب) 20° (ج) 30° (د) 40° 








541 الهندسة «الجزء الأول) 


)۲٠(‏ ما قياس الزاوية :د في الشكل المرفق ؟ 
أ( 30° (ب) 50° (ج) 80° (د) 110° 


100° 1507 


2 


(17) ما قياس الزاوية ي في الشكل المرفق ؟ 


أ( 50° (ب) 70° (ج) 75° (د) 80° 
40° 
150° 
1 
(۲۷) في الشكل المرفق: 
() 120° = ۾ (ب) 1900 = ل 
وج 80 AD|l‏ (م 80° = 2 + 9 
A 2 F‏ 





کے م 
0 120° 
م21 حامر 


6 











المستقيمات والزوايا 54 


(۲۸) في الشكل المرفق: 


6 0-0 (ب) 90° = 0 + + 2 
(ج) 180° = €+ 2+4+2 E‏ 
2 0 
u u ° 5 1‏ 
(۲۹) في الشكل المرفق: 
() *60 = ب (ب) 55° = به 
وج AB || EF‏ (د) 90° = ره 





)۳١(‏ في الشكل المرفق قيمة به - ن + نه يساوي 
(( 90° (ب) 120° (ج) *150 د 180° 

















5۸ الهندسة «الجزء الأول) 


إجابات المسائل غير المحلولة 


(۱) ب (۲) ب (۳) د أ () أ 

ج0١ ب () ج (9) أ‎ )۷( o 
ج‎ )٠١( ج 00 3 (15) ج‎ )۱١( 
)د‎ HAD) ج‎ )۸( EO ب‎ )15( 
د‎ )١( 9 ا )ج )اب‎ 


د0١ ب ۷) ج )د )ج‎ )۲٦( 








الفصل الثاني 


المثلثات 


Triangles 


المثلفات من المفاهيم الأساسية في المندسة وهي حالة خاصة من المضلعات التي 
سندرسها في الفصل الثالث ولكننا نفرد هذا الفصل لدراسة المغلثات لما لما من 
حواص مميزة. 

المثلث 1 نرمز له عادة بالرمز ۸ هو اتحاد ثلاث قطع مستقيمة تنحدد بثلاث نقاط 


ليست على استقامة واحدة. تسمى النقاط ۸4»› € 
8 رؤوس المثلث والقطع المستقيمة 42 » 7 i‏ 


0 04 أضلاع المثلث وزوايا المثلث هي 4» 8» ©. تصنف المخلثات حسب 

أضلاعها وحسب زواياها: 

)١(‏ المثلث الحاد الزوايا (ءاعصدة) ءادعه): هو المثلث الذي تكون جميع 
زواياه حادة. 

(۲) المثلث القائم الزاوية (ءاعصدة غطعم): هو المثلث الذي تكون إحدى 
زواياه قائمة. يسمى الضلع المقابل للزاوية القائمة الوتر (ع5ناصعاوم]اط) 
ويسمى كل من ضلعي القائمة ساقاً (ع16). 

() المثلث المنفرج الزاوية ([عصدلتط ء5د006): هو المثلث الذي إحدى 

لق 


(5 


( 
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الغندسة «الجزء الأول) 
زواياه منفرحة 
المثلث المختلف الأضلاع (عاوصدتن عمعلء6): هو المثلث الذي أطوال 
أضلاعه الثلاثة مختلفة. 
المثلث المتساوي الساقين (ءاعمرهذ وع154521): هو المثلث الذي يكون 
فيه ضلعان متساويان والزاويتان المقابلتان للضلعين المتساويين متساويتان أيضاً. 
يسمى كل من الضلعين المتساويين ساقاً ويسمى الضلع الثالث قاعدة المثلث 
(©6356) كما تسمى الزاوية المقابلة للقاعدة بزاوية الرأس وتسمى كل من 
الزاويتين المتساويتين بزاوية القاعدة. 
المثلث المتساوي الأضلاع triangle)‏ اateraاequi):‏ هو المثلث الذي 
تكون جميع أضلاعه متساوية وني هذه الحالة تكون جميع زواياه متساوية وقياس 
كل منها 60° (انظر المبرهنة أدناه). 


ل 


مثلث حاد الزوايا مثلث قائم الزاوية مثلث منفرج الزاوية 


ال اد 


مثلث مختلف الأضلاع مثلث متساوي الساقين مثلث متساوي الأضلاع 











اللات 0۱ 
إحدى اهم الحقائق عن المثلث هي أن مجموع زواياه يساوي 180 وهي فحوى 
المبرهنة التالية 
مبرهنة :)١(‏ مجموع زوايا المثلث يساوي 180. 
البرهان: لنفرض أن 480 مثلث زواياه »» 8» ب كما هو مبين في الشكل 


أدناه. ارسم المستقيم 1 المار بالرأس 4 والموازي للضلع 80 . 
A E‏ 
- 93 
Dr. 6 7‏ 


6 B 


الزاويتان 408 و 040 متساويتان بالتبادل. وأيضاً الزاويتانت 210 و 8۸8 
متساويتان بالتبادل. إذن» 

180° = 8 + بم + به (زاوية مستقيمة) 
ويمذا يكون مجموع زوايا المثلث يساوي 180°. لا 


إذا مددنا أحد أضلاع المثلث فتسمى الزاوية التي تنشأ عن ذلك زاوية خارحة 
(eاang )exterior‏ فمثلاً الزوايا 0» ب» ‏ في الشكل أدناه هي زوايا خارحة. 


7 a 6\9 
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مبرهنة (۲) [مبرهنة الزاوية الخارجة] : قياس زاوية حارحة في مثلث تساوي مجموع 
قياس الزاويتين غير امحاورتين لها. 


البرهان: 


O0/a 8 


سنبرهن أن 8 + ب = 6. لاحظ أن 


“180 ح + 8+ به (مجموع زوايا مفلث) 
180° = 6 لد ينم (زاوية مستقيمة) 
إذن» 0 = + 86. لا 


مثال :)١(‏ في المثلث 480م2» 28 و 80 متوازيان» 80 = 85 إذا كان 


. ABE فجد‎ BAE = 52° و‎ BED = 34° 
A4 


B 0‏ 
الحل: با أن 80 || 2 فإن 34° = 7890 = ن. وما أن 88170 متساوي 


الساقين فإن 807 = 820 ولتكن كل منهما :ه. إذن» 











المثلثات of‏ 
1809 ح y+z +z‏ (مجموع زوايا مثلث) 
وهذا نرى أن 7837 = هق - 180°( (ن- 180°( = 
الآن» 
ABE‏ + 52° = بم (خارحة عن المثلث )۸48٤‏ 
إذنء 21° = 52° - 73° = 52° - ۾ = ABE‏ . 0 
مال (۲): في الشكل أدناه ۸480 خط مستقيم و 85 يوازي 472/. جد قياس 


الزاوية نع . 





الحل: با أن 472 || 87 فإن 30° = ى بالتناظر. إذن» 
80° = 700 ان - 180° = ر . 0 


إذا كان 480 مثلثاً فنرمز لطول الأضلاع »8٥0‏ 2460 48 بالرموز م 
2 » على التوالي (انظر الشكل أدناه). 
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حيط المثلث )perimeter)‏ هو جموع أطوال أضلاعه الثلاثة وعادة نرمز للمحيط 
بالرمز م ونرمز لنصف امحيط بالرمز ء. أي أن 
+ 6+ ود« 
a-+b+c‏ 
0 





كي 


متوسطات المثلث [sر ]M dia‏ 
يسمى المستقيم المرسوم من أحد رؤوس المثلث إلى منتصف الضلع المقابل متوسطاً 
(ممنةمصح ونقطة التقاء 8 
متوسطات المثلث الثلاثة تسمى 
لكر المتوسط. أو الممركر D‏ 
(010امءه) للمثلث. سنبرهن في 
كتاب المرحلة الثانية من هذه ى 
السلسلة أن متوسطات المثلث E‏ 7 
تلتقي في نقطة واحدة وأن الممركز يقسم كلاً من المتوسطات بنسبة 1 : 2. أي أن 
AM _ BM CM _2‏ 
MD ME MF 1‏ 


منصفات الزوايا [Angle Bisector]‏ 
يسمى الشعاع المار برأس زاوية مثلث ويقسم الزاوية إلى زاويتين متساويتين منصف 
الزاوية (اهاءهءط ماعمه). سنرى لاحقاً أن منصف الزاوية هو مجموعة النقاط التي 
تقع على مسافات متساوية من ضلعي الزاوية (المسافة من نقطة إلى مستقيم هي 

طول العمود المرسوم من النقطة إلى المستقيم). 











المثلثات 00 


كما هو الحال للمتوسطات فإن منصفات الزوايا تلتقى في نقطة واحدة وهذا فحوى 
المبرهنة التالية. 


مبرهنة (7):تتلاقى منصفات زوايا مثلث في نقطة واحدة. 

البرهان: لنفرض أن 7 نقطة تقاطع المنصفين 4/7 و 20 . بما أن 727 تقع على 
8 فإغا تبعد مسافة متساوية عن 28 

AB‏ و 40 . وما أن 127 تقع 

على 20 فإنحا تبعد مسافة D E‏ 

متساوية عن 460 و 80. ولذا 
فهي تبعد مسافة متساوية عن 418 ى 
و 80. إذنء 8 تقع على A F‏ 
منصف الزاوية 486 . ويهذا فمنصفات الزوايا الثلاث تتلاقى في النقطة ۲. ل] 


متباينة المغلث [Triangle Inequality]‏ 
تنص متباينة المثلث على أن مجموع طولي أي ضلعين في المثلث يجب أن يكون أكبر 
من طول الضلع الثالث. أي» في المثلث 480 لدينا A4‏ 

a > 6+6 


© +ع > 5 3 8 


c<a+b 
0 0 


أما إذا كان مجموع طولي ضلعين في المثلث يساوي طول الضلع الثالث فيسمى المثلث 
مثلغاً مُضْمَجلاً (©:72عمءعء0). أي أن الرؤوس الثلاثة تقع على استقامة واحدة. 
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مثال (۳): إذا كان طولا ضلعي مثلث هما 8 و 14 فما القيم الممكنة لطول الضلع 
الثالث ؟ 

الحل: لنفرض أن » هو طول الضلع الثالث. عندئذ» 14 < 8 + نه. ومن ذلك 
يكونت 2<6. أيضاء « < 14د8. أي أن 22> . وجذا جحد أن 
22 > © > 6. 2 


ارتفاعات المثلث [Altitudes or eights]‏ 
يسمى العمود النازل من رأس مثلث إلى الضلع المقابل أو امتداد الضلع المقابل 
بارتفاع المثلث (انظر الشكل أدناه) 

4 A 


B D 8 D 2‏ 0 
AD‏ ارتفاع للمثلث AD‏ ارتفاع للمثلث 
ترمز عادة لارتفاعات المثلث بالرموز ,۸» ,7» ,۸ حيث ,۸ هو الارتفاع النازل من 
الرأس 4 إلى الضلع 280 ,۸ هو الارتفاع النازل من الرأس 8 إلى الضلع 460 » 
,۸ هو الارتفاع النازل من الرأس © إلى الضلع 48. تتلاقى ارتفاعات المثلث 
الثلاث في نقطة واحدة © تسمى مركز التعامد (006806]67) كما هو مبين في 
الشكلين أدناه 














لاحظ أن مركز تعامد المثلث المنفرج الزاوية يقع حارج المثلث. 


مساحة المثلث [Area of a Triangle]‏ 
توحد العديد من الطرق لحساب مساحة مثلث وأحد الطرق الشائعة هي التي 
تستخدم القاعدة والارتفاع (سنقدم طرق أحرى في كتاب المرحلة الثانية من هذه 

السلسلة). سنرمز لمساحة المثلث ۸8٥0‏ بالرمز [480]. 


1 1 1 
مبرهنة :)٤(‏ مساحة المثلث ۸480 هي 11ء = ,اا = ,لمع = [480]. 
إحدى أشهر مبرهنات المندسة هي مبرهنة فيثاغورس والتي تنص على أن مجموع 


مربعي طولي ضلعي القائمة في مثلث قائم الزاوية يساوي مربع طول الوتر. يوجد عدد 
كبير من البراهين لهذه المبرهنة وسنقدم لاحقاً برهاناً سهلاً لما. 
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مبرهنة (0) مبرهنة فيثاغورس :[Pythagorean Theorem]‏ إذا كان ABC‏ 
مثلثاً قائم الزاوية عند 8 فإن 

(AB) + (BC) = (ACY 
عادة ما تكون تطبيقات مبرهنة فيثاغورس سهلة.‎ 


مثال :)٤(‏ في المثلث القائم الزاوية عند 8 لدينا 10 - 40 و 8= 870. جد 
48 . 
الحل: من مبرهنة فيثاغورس نعلم أن 
(AB) + (BC)? = (ACY‏ 
(AB) + 8 = 10‏ 
(AB) = 100 - 64‏ 


إذذ» 6 = 36 / = AB‏ . 0© 
مغال (ه): جت مساحة الئل ABC‏ إذا کان 40 = AB = AC‏ ك 
.BC = 60‏ 
١‏ : 
جل 4 

C D B 


بما أن المثلث 480 متساوي الساقين فإن الارتفاع ,7 ينصف القاعدة 08. إذن» 


0 = 28 = (0. ومن مبرهنة فيثاغورس نحد أن 











المثلثات ۵۹ 
0 = 900 - 1600 = 30(2) - 40(2) 1 08 
إذن» 100/7 = 0/700 = ,۸ وتكون المساحة: 


© [ABC] = 3h, x BO = 3x107 x60 = 3007 


مثال (5): إذا كانت 4رء» 22 8 ثلاث نقاط حيث 48 = AD + DB‏ 
فأثبت أن 2 تقع على القطعة المستقيمة 4/8 . 

الحل: سنستخدم طريقة البرهان بالمكافئ العكسي لإثبات ذلك. أي سنثبت أنه إذا 
لم تكن ( واقعة على القطعة المستقيمة 48 فإن 48 غد 18 + (41. 

لنفرض أن (1 غير واقعة على 48 (انظر الشكل) 


1 


A E B 


وليكن 5( العمود النازل من ( إلى 48. باستخدام مبرهنة فيثاغورس للمثلث 
القائم 427 نحد أن ”(48) < ”(08) + ”(48) = :(42). إذن» 
4D < 47‏ . وبالمثل 88 < 28 . من ذلك نرى أن 

AB = AE + EB > AD د‎ DB. 
0 . 48 ± 472 + 78 وهذا يكون‎ 
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المثلثات المتطابقة [Congruent Triangles]‏ 
لنفرض أن لدینا ۸۸480 و ۸DEF‏ 


B € E F 
ولنفرض أننا قابلنا بين رؤوسهما 2 به ۸› ۴ ب 8» 7 ج 0. وھذا نكون قد‎ 
وحدنا التقابل ”52107 + ۸480 بين المثلثين. إذا نتج عن هذا التقابل أن‎ 
6-7 08-8 4-2 
A0 = DF 86 = BF AB=— DE 
. 2480 = 210191” ونكتب‎ (Co ع‎ rue( فإننا نقول إن المثلثين متطابقان‎ 
وعندما يكون المثلثان متطابقين فإن الزوايا المتقابلة تتطابق والأضلاع المتقابلة تتطابق.‎ 


هناك طرق عديدة لإثبات تطابق مثلثين وهي : 

مسلمة )١(‏ [555]: إذا طابقت ثلاثة أضلاع في ۸480 ما يقابلها في ”410101 
فإن ADEF‏ = 1480 . 

مسلمة (؟) [545]: إذا طابق ضلعان والزاوية المحصورة بينهما في ۸480 ما 
يقابلها في ADEF ili XDEF‏ = 2480 . 

مسلمة (۳) [454]: إذا طابقت زاويتان وضلعهما المشترك في ۸480 ما يقابلها 
ف ADEF‏ فإن .AABC = ADEF‏ 











المثلثات 11 
مبرهنة (5) [445]: إذا طابقت زاويتان وضلع (ليس بالضرورة مشترك بين 
الزاويتين) في 8C‏ ۸4 ما يقابلها في .AABC = ADEF ili XDEF‏ 


البرهان: في 2480 و 22717 نفرض أن 


EF «B = E <‏ = 80 . با أن مجموع زوايا المثلث يساوي 180° فإن 
ذنء .(ASA) AABC = ADEF‏ لا 


مبرهنة (۷) [,1,1]: إذا طابق ضلعا القائمة في ۸48٥0‏ القائم الزاوية ما يقابلهما 
في ۴ القائم الزاوية فإن 4117917 = 5480 . 
البرهان: لنفرض أن 87 = 80 وأن 2# = 40 في المثلثين 2480 و 


.ADEF 
A D 


B 6 E F 
لا‎ .(SAS) AABOC = ADEF ilj 6 = F = 90° ا أن‎ 


0 
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مسلمة (4) [,571]: إذا تطابق الوتر وأحد ضلعي القائمة في المثلث ۸480٥‏ القائم 


الزاوية ما يقابلهما في المنلث 510177 القائم الزاوية فيإن "41171 = 54800 . 


مبرهنة (۸) [24]: إذا تطابق الوتر وزاوية حادة في المثلث القائم الزاوية ۸48€ 
ما يقابلهما في المثلث القائم الزاوية 2 ADEF ùl‏ = 6 : 


البرهان: لنفرض أن 
AB = DE‏ وأن B = E‏ 
في المثلثين 24280 و 
.ADEF‏ وما أن 


n 2817م = ا‎ ilj 0 = 7 = 


مبرهنة (9) [14]: إذا تطابق أحد ضلعي القائمة وزاوية حادة في المثلث القائم 
الزاوية ۸48٥‏ ما يقابلهما في لمثلث القائم الزاوية 2707 فإن 
ADEF‏ = 1480 . 

البرهان: متروك للقارئ. لا 
نقدم الآن برهاناً لكل من المبرهنتين )٤(‏ و (5). 

برهان للمبرهنة )٤(‏ [إيجاد مساحة مثلث] : 

(أ) المطلوب هو برهان أن مساحة المثلث ۸486 هي [ABO] = ah,‏ 


لتفرض أولاً أن ABC‏ قائم الزاوية في 











المثلثات 1 


0 8 
أنشئ المستطيل (480. من الواضح أن 8014 = 85480. وهذا 


[02] = [480]. إذنء 
1 1 1 
[ABC] = [ABCD] = >(AB)(BO) = 20,‏ 


لنفرض الآن أن المثلث ۸480 حاد الزوايا 
A‏ 


LÎ | 
B D 0 


[ABO] = [ABD] + [ADC] 
(BD)h, +> (DON 1 


(BD + DC)h, 


(BO)h, 


Nj 506 
8 
ن‎ 


م 


وأخيراً نفرض أن ۸480 منفرج الزاوية 








514 الهندسة «الجزء الأول) 


8 6 DE 
[ABC] = [ABD] - [ACD] 


1 1 
= -(BD)h, - -(CD)h, 
(BD, - (CD), 


= (BD - CD)h, 


: 

2 
1 
5 0 


2-7 
2 


وهذا ينهي البرهان. لا 


برهان المبرهنة (5) [مبرهنة فيثاغورس]: لنفرض أن ۸480 قائم الزاوية في © . 
أنشئ مربعاً طول ضلعه 5+ ۾ كما هو مبين في الشكل أدناه 


02 E 0 
1 لا‎ 


4 

















المثلثات 10 


من السهل أن نرى أن مساحة المربع الكبير تساوي مجموع مساحة المربع الصغير 
ومساحة الأربعة مثلثات المتطابقة (لماذا ؟). عندئذ» 
1 
مم »4 + اث = ”)0+ (a‏ 


a + 2ab + ثم = 2ن‎ + 20b 
إذن» ع = 2ن + تم لا‎ 


[Some Special Right Triangles] بعض المثلثات القائمة الخاصة‎ 

45° - 45° - 90° المثلث‎ )١( 

إذا كان ۸48٥‏ قائم الزاوية حيث 45° = 8 - 4 و 905 = © فنقول إن 
المثلث ۸48٥‏ هو مثلث 90° - 45° - 45° ويكون 


(۲) اثلث 90° - 60° - 30° 
إذا كان ABC‏ قائم الزاوية حيث 60 لو 30° «B‏ 90° @« 
فنقول إن المثلث هو مثلث 90° - 60° - 30° ويكون 


چا ,3 


هاه سهوره وز 














11 الهندسة «الجزء الأول) 


مثال (۷) [2000 10 ©21ه]: ف المستطيل 4807 لدينا 1 - ۸2» ۶ نقطة 
واقعة على 48» 28 و 22 يثلثان الزاوية 72 (يقسماها إلى ثلاث زوايا 
متساوية). جد يط المثلث 281(2. 


A P B 


ا 


/ 
¢ كر 


الحل: بما أن 82 و ۶ يثلثان الزاوية 7 فنجد أن 


CDB = BDP = PDA = 30°‏ 
إذن» كل من لمثلثين ۸048 و 2248 هو مثلث 90° - 60° - 30. وما أن 
1= 42 فنجد أن گا مم 25 مور 3= «DB =2 AB‏ 
3 = 48 = 20 . إذن» محيط المثلث ۸82۲ يساوي 
BD + DP + PB = BD + DP + (AB - AP)‏ 
گا ول ]| ++ قله ۔ 
3 3 
کے 0 
3 
مغال (۸): إذا تساوت زاويتان في مثلث فأثبت أن الضلعين المقابلين هما متساويان. 


الحل: افرض أن © = 8 في المثلث 5,480 . ارسم ارتفاعاً من 4 إلى 80 . 
4 








المثلثات 1۷ 


© .AB = 46 «iij . 8 - 6 و‎ AD = AD لأن‎ AADB = AADC 


مثال :)٩(‏ في الشكل المرفق» 48 و 017 ينصفان بعضهما البعض. أثبت أن 
A0 || BD‏ . 


B 
:ABED الحل: في 24770 و‎ 
(فرض)‎ AE = BE 
(فرض)‎ CE = DE 
(بالتقابل بالرأس)‎ 46 = 8D 
من التطابق نحد أن 5 = ©. وما أنمما‎ .)545( ۸48٥ = ۸882 إذن»‎ 
0 .۸0 || 82 متبادلتان داحلياً فإن‎ 


المثلنات المتشابهة [Similar Triangles]‏ 
إذا كان ۾ و 0 عددين حيث 0 1 فإن نسبة ى إلى 0 وتكتب 1:م هي 


. تسمى المساواة “= حيث 20 0 و 0 4 بالتناسب. يحقق التناسب 


الخصائص التالية: 


00 = إذا وفقط إذاكان »0 = 4ه . 
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a b wm 8‏ 
؟) -- 2 إذا وفقط إذا کان > = -. حيث 0 
20( 1 اذاو ذ و هھ 
نوا ين bl 4 mantis‏ 
(۳) - = - إذا وفقط إذاكان 5 = -. حيث 0 2 ه و 0 دم 
40 65 © & 
و کے رش قاين 2۳4 قدة 
2 0 0 0 
a—b c—d 5 5 22-8‏ 
5 - ح 2 إذا وفقط إذاكان 5 
)°( اح زد وفطي 2 7 


61 «a c 
b+d 4 


3 6 0 
5) إذاكان فإن 
)1١(‏ 4 2 
نقول إن المثلثين ۸۸480٥‏ و 8277 متشابهان ونكتب ”210171 دم ۸48€ إذا 
وحد تقابل بين رؤوسهما بحيث يكون: 
(أ) الزوايا المتقابلة متطابقة» (ب) أطوال الأضلاع المتقابلة متناسبة. 
أن المثلثين 


أ اسل 


48 _ BC _ 4 
‘DE BF FD 


من المهم الانتباه حين نستخدم النسب الواردة إلى ضرورة التقيد بترتيب الحروف في 
وصف المثلثين» التشابه ۸087 ده ۸480 لا يعني تشابه ۸480 و ۸۴80 


AB _ 80 _ 04‏ 
لذا ل أن نكتب مثلاً 
97 ت ‘FE ED DF‏ 


متشابمان إذا كان D‏ تا E‏ ك F‏ =0 وكان 


























المثلثات 53 
مبرهنة :)١١(‏ إذا كان 52777 نہ ۸480 فإن النسبة بين محيطيهما تساوي 
النسبة بين طول أي زوج من الأضلاع المتقابلة. 
البرهان: لنفرض أن 21111 لم 2480 وأن م هو یط 8480 و ۾ هو 


حيط 4277 . المطلوب إثبات أن 1 د الآن لدينا من التشابه 
9 


AB _ 86 CA 
DE EF FD 
ولهذا فإن‎ 
AB + 80+04 _ AB 
DE + EF ل‎ FD DE 
إن لكك - 2 . لا‎ 
0 


نقدم الآن بعض الطرق لإثبات تشابه مثلثين. 


مسلمة (8) [44]: إذا تطابقت زاويتان في ۸480 مع زاويتين في ”5120707 فإن 
ADEF‏ لم .AABC‏ 


ملحوظات: في حالة المثلث القائم الزاوية والمثلث المتساوي الساقين لدينا: 

)١(‏ إذا طابقت زاوية حادة في المثلث القائم الزاوية ۸480 زاوية حادة في المثلث 
القائم الزاوية 8101217 .AABC ~ ADEF ili‏ 

(۲) إذا طابقت زاوية الرأس في المثلث المتساوي الساقين ۸4860 زاوية الرأس في 
المثلث المتساوي الساقين 210197 ili‏ "210101 لم .AABC‏ 


مسلمة (5): إذا قطع مستقيم ضلعين في مثلث تناسبياً فإنه يوازي الثالث. 
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المبرهنة التالية تزودنا بطريقة أحرى لإثبات تشابه مثلثين. 


مبرهنة )١١(‏ [545]: لنفرض أن ۸480 و 4287م حيث 4-2 و 


. 248) ~ ADEF فإن‎ 4B چچ‎ AC 
DE DF 
البرهان:‎ 
A 
34 1 
2 K 
B 6 E F 


6 َك رثات أن ۸08۴ نہ ۸480 يكني 
DE DF‏ 


نفرض أن 5 = ۸ وأن 
أن نثبت استناداً إلى المسلمة (4) أن 8 = 8. الآن» نقوم بتعيين نقطتين 77 و 
16 على 48 و 40 بحيث يكون 81 = AH‏ و AK = DE‏ ونرسم 
HK‏ . الآنء AAHK = ADEF‏ لأن: 


AH = DE 
AK = DF 
24-2 


ومن التطابق جد أن AHK = E‏ وأن 7 = .AKH‏ وها أن AH = ED‏ و 


AK = DF‏ وأن 2 لھ بد أن ا كك رون HK‏ يقسم 


8 و 46 تناسبياً ومن ثم فإن 80 || 776 . من ذلك نحد أن 8 = AH‏ و 


KH = 6‏ بالتناظر. إذن» 8 = 8 و €= .F‏ م 

















المثلثات ۷1 


مثال :)٠١(‏ في الشكل المرفق» 10 - «AB - 12 «AC‏ 7 ع لل 
4D = 4‏ . أثبت أن .AABC ~ ۸ADE‏ 
A‏ 


E 
D 
6 
8 
بما أن 4 = 4 وأن‎ 
هلم‎ _ 12 _ 120 _ 10 _ 46 
AD 84 84 7 AE 
0 .(SA8) AABC ~ ۸A4DE i 


مثال :)١١(‏ في الشكل المرفق» ۸480 فيه 80 || 28. أثبت أن 
BD _ CE‏ 
‘DA EA‏ 





الحل: ۸40(5 م ۸480٥‏ لأن 1-2 و 3=4 بلتناظر. إذن 


6 لك من ذلك بر إن 40-4 _ صفحقك, ني إن 
AD AE AD AE‏ 1 
BD E‏ 

© _C 


‘DA EA 
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AB _ DE 


مثال (۱۲): في الشكل المرفق» ۴© || 87 || 4. أثبت أن کے ے حك . 
ل (۱۲): في الشكل المرفق» ”01 || 8۳ || 41 أثبت أن ,رم کہ 





الحل: ارسم 47 ليقطع 817 في النقطة 6. 
الآن FDA ~ ۸F EG‏ و ©8 4د ~ 07 رد . إذنء استناداً إلى المثال )١1(‏ 


جحد أن 
COB FG DE AG‏ 
"BA GA ° EF GF‏ 
من ذلك نید أن 4€ _ 24 , 24 _ 4, رین 24_22 م 


‘CB EF CB FGI EF GF 


مبرهنة )١۲(‏ [العلاقة بين مساحات المثلغات المتشابهة]: إذا كان 
AABC ~ ADEF‏ فإن 

[ABC] _ (AB) _ (BC)? _ (AC) 

[DEF] (DE) (EF) (DF) 


البرهان: ارسم الارتفاعين 477 و 216 كما هو مبين في الشكل المرفق. 



































المثلثات زف 


A 
D 
B HCO E KF 
الآن»‎ 
1 Be x AH 
[ABC] 3 BO x AH 
[DEF] 1gpp, pr BF » 216 
2 


ولكن  AABH ~ ADEK‏ لأن ADEF) B=E‏ سه (AABC‏ وأن 


AH AB 
ق ذلك و ف لكت 2ے‎ AHB = DKE 
0 (كل منهما قائمة). من ذ‎ 
,.. AH BOC AB _ BC 
وبمذا جحد‎ .ı = لم 248)07م). إذد» س‎ ADEF) = = لکن»‎ 
‘DK EF 7 برص‎ EF دان‎ 


أن 
[ABC] _ BC „AH _ BC „BC _ (BO)‏ 
[DEF] EF DK EF EF (EF‏ 


مثال :)١7(‏ في المثلث ۸48٥‏ للمبين أدناه 28 يوازي 280 5= «DE‏ 


.]4D8[ = 15 »80 = 8‏ جد مساحة الشكل الرباعي 80٤2‏ . 
A‏ 
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الحل: ققد قله وعدا عد أن 8ت للب قف 
AD DE 5‏ 
[ABC] _ 82 _ 64‏ 





إذنء — ے = . ومنه نرى أن 
25 و اوو ا و ر 

کے وھ کے ورو 2© [ABC]‏ 

5 25 25 
إذق الاي فلك ]وتم . 0 

5 5 

ا AE‏ 
شال :(16 )4 قي المثلث المقدم في لكثال: (18) تح ى 

AE _DE_5 
بفرط‎ .ı الحل: با أن 2412 سم 4800م فإن ح لح‎ 
لهند‎ 7” E 8 لحل‎ 
وأن 86 - 40م د أن ×3 = 70/. إذنء‎ AE أن 6ر5 ع‎ 
AE _ŠK_5 
‘EC 3K 3 


مثال :)٠١(‏ في الشكل أدناه ۸480 قائم الزاوية 82 ارتفاع» 2 = 42 و 
.DC =4‏ جد .BD‏ 


8 C 


.DAB = CAB و‎ ABC = ADB لأن‎ AABC 48خ -ه‎  :لحلا‎ 




















Vo المثلثات‎ 


وبالمثل» 58100 ~ ۸48€ . إذن» 2810 ~ .۸4D8‏ من ذلك نرى أن 


ل ملك ردقه 8 - 224 ح .(BD)? = (AD)(DC)‏ 
BD DC‏ 
وهذا يكون 2/2 = 8/ = 89 . 0 
ملحوظة: يمكن استخدام المثلثات المتشابمة في المثال )٠١(‏ لإثبات مبرهنة فيثاغورس 
على النحو التالي: 
نفرض أن ¢ = «BC =a «AB‏ 6ح «AC‏ «ه - «49: ون - 20. من 
ده BC‏ عد إن لق تف ابي إن ےک هذا ون 
AD AB‏ " 6 2 

bw ع‎ 80 AC «j 
ت. ومن 281(0 لم 248600 نحد أن ج . أي أن‎ = 
a * DC BOC ا‎ 


وهذا فان یط = 2م. الآن» 62 = (ن + ه)ة = ٹہ + ہ. 


مغال )١5(‏ [1787 ©2]4]: في الشكل أدناه» لدينا 5= 08 = 242 
.AED = 90° «AE = 4280 = 8‏ حد 80. 
A‏ 


5ه 


5 9 


الحل: ارسم 877 يوازي 8( ويقطع 40 في النقطة 27 . 
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A‏ 


5 


4 
الآن» BAH]‏ م 24ح . ومن ذلك يكون 
A8 _ 4D _ 5 _1‏ 


AH AB 10 2‏ 
وما أن 4 = ۸4 فنجد أن 8 = AH‏ . وهذا 4 - .EH = AH - AE‏ ومنه 
فإن 
HC = 80 - 88 =8-4= 4‏ 
الآن» باستخدام مبرهنة فيثاغورس نحد أن 
(DE) = (AD) - (AE) = 25-16 =9‏ 
DE‏ 
إذن» 3= 2# . وا أن - = د فنجد أن 6 = 8H1‏ . وأخيراً باستخدا 
ر 9 BH‏ اللو“ 3 
مبرهنة فيثاغورس مرة أخرى بحد أن 
(BC) = (HO) + (BH) = 16 + 36 = 52‏ 
إذن» 2/13 = 52ل = B0‏ . 0 


المبرهنة التالية لما استخدامات عديدة. 


مبرهنة (۱۳) [مبرهنة منصف الزاوية :[Angle Bisector Theorem‏ 
48 _ 40 


إذا كان 42 منصفاً للزاوية ‏ ف الغلٹ ۸۸8٥‏ إن کے ے کے 
CD BD 1‏ 























البرهان: 


B 


للبحث عن مثلثات متشايهة نقوم بمد 42 إلى £ حيث 40 || 88 كما هو 


مبين في الشكل أدناه 


2 
سنبرهن الآن أن ۸024 دم 828 . لاحظ أن 488 = 648 بالتبادل. وما 
أن 42 منصف الزاوية 4 فنرى أن 248 = 0472. إذن» EAB = AEB‏ . 
وهذا نجد أن 4B = BE‏ . الآن» CAD = DEB‏ و BDE‏ = 420 . إذن» 


4 امم 281017 . ومن التشابه نحد أن كك کے لا 
CD BD BD‏ 
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مثال )١۷(‏ [411513/1966]: النسبة بين أضلاع المثلث ۸8۸40 هي 4 :3 : 2 . 
22 منصف الزاوية المرسوم إلى الضلع الأصغر 40. إذا كان 10= ۸0 فجد 
طول القطعة الأكبر من 460 . 


A 
الس ی‎ 
B C 
AB BC 
الحا بامشدام هيرهة مضق الاو لیا کک ع س وجا أن ا ار‎ 
و هو‎ AD 26 لحل م مبرهنه منصف لزاوية‎ 


الضلع الأصغر في المثلث فإن ل = ك. لنفرض أن » هي القطعة الأطول وأن ر 
هي القطعة الأقصر. إذن م = ن. وما أن 0 = 46 فإن 0- م 2+ م 


وهذا يكون للك = م . 0 








المثلثات ۷۹ 


مسائل محلولة 
)١(‏ [1984 ©6.11)ومصه] قيمة : في الشكل المرفق تساوي 
(أ) 30 (ب) 50° (ج) 60° (د) 70° 
P‏ 
3 
130° 1209 
7 0 


الحل: الإحابة هي (د): 60° = 120 - 180 = 2017 
50° = 130 - 180 = 2780 . إِذن» 70° = (50 + 60) - 180 = 2 . 


]Aust. M٣ 1983[ )۲(‏ قيمة ت في الشكل المرفق تساوي 
792 (ب) 108° (ج) 142° (د) 145° 


35 07 
8 0 


الحل: الإحابة هي (ب): 73° = 107- 180 = 408 . ومن ثم فإن 


ABC + ACB = 35 + 73 = 108°‏ = هن 


M٣ 1982[ )۳(‏ .tںA]‏ قياس الزاوية QPS‏ في الشكل المرفق يساوي 
أ( 60° (ب) 90° (ج) 96° (د) 105° 
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5 


pz 


p2? 2 0‏ 
الحل: الإحابة هي (ب): لدينا = + 72 = نوة. أي أن 72 = :يك . ومن ثم فإن 
8 = . إذنء 90° = 5×18 = وص . 


]Aust.M٣ 1978[ )٤(‏ في الشكل المرفق ×۸8 و 401 مستقيمان. منصفا 
الزاويتين 80× و 80۲ يلتقيان في النقطة 2. 80° = 87٥‏ . ما قياس 
BAC‏ ؟ 


( 20° (ب) 25° (ج) 30° () 35° 





الحل: الإحابة هي (أ): في ۸480 لدينا 

.180 = )28 - 180( + )20 - 180) + 0 
إذن» 180- (8 + »)2 = 0. ومن زوايا المثلث 8802 نحد أن 
0 = 80 + 8 + ه. أي أن 100 = 8 + ». إذن» 
20° = 180 - 2100 = 180 - (8 + 2)4 = 0. 


























المثلثات ۸1 
]Aust. M٣ 1983[ )5(‏ النسبة “2 : ن : '» بين الزوايا الخارحية للمثلث المرفق 
هى 6 : 5 : 4 . ما النسبة بين الزوايا الداحلية ثم : ى :2 ؟ 


OBA و‎ BBE) ENT) TBS 





الحل: الإحابة هي (أ): لدينا 180= ±+ عو + »و 

0 = 180 × 3 = ('٭ + )z‏ + ('ی + ر) + ('» + ه) . من ذلك خد أن 
° = ىر + ا + 'ه. وما أن 15 = 6 + 5 + 4 فإن 

6° = 360° × = ابد 0 = 360 × = وء 

144 = 360° × = لم . إذنء 84° = 96 - 180 = 4» 


60° = 120 - 180 = رن 36° = 144 - 180 = ع . ويهذا فإن 2 : ل : » هي 
6 :60 :84. أي 3 :7:5. 


MC 1982[ )5(‏ یں] في الشكل المرفق» ۲Q‏ ۸۸ قائم الزاوية و ۶۸ || "51 
PR -8 250 - 6‏ 4ح تق مساحة 8807 تساوي: 


)6 (ب) 10 (ج) 12 («) 16 
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4 
ا 7 


6 


ملا R‏ 
8 
الحل: الإجابة هي (ج): مد 75 ليلاقي PQ‏ في “و . عندئذ» 


[RQT] = [TSQ] + [TSR] 
= 2x79 x QS' +} xTS x SP 
2 x TS x (QS' + S'P) 


= 3×75 × QP 


- 1 46 - 8 
2 


]Aust.MC 1978[ )۷(‏ في الشكل لمرفق» 460 = 48 و .KL=LM‏ 
سكع القبة 2 هي 
أ 1.5 (ب) 2 (ج) 2.5 0 3 
A‏ 
K‏ 


3 C M 


الحل: الإحابة هي (ب): أنشئ 10 || 2× كما هو مبين في الشكل 











A المثلثات‎ 


8 D 0 M 
لأن‎ AMLC ~AMKD «i 


.10M = KDM «MLC = MKD 11 - MK‏ من التشابه جد أن 


LC IM 1‏ 
کے کے كر أيرضا ۸55 :> ۸480 خطابی ثلاث زوايا. اومن اذلف 
KD KM 2‏ ا E‏ 
قن | کا ہے م وما أن 48 - 4€ فإن .K( = K8‏ إذن 
KB KD‏ 
KB DÛ DO _ 1‏ 
دعت لح ل ةا كر حي 
KD KB 2‏ یکو LC‏ 


]Aust.MC 1984 )۸(‏ ف الشكل المرفق» © منقصف 6225 UR = Pu‏ 
E AOC At‏ ده EF‏ 
7 نقطة تقاطع QR‏ و 587 . النسبة 07 تساوي: 


0( رب 4 ا 6 - 
)7 € 11 


دن | 3- 
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الحل: الإحابة هي (أ): أنشئ 587 || 0176© حيث × نقطة على ۶۸ . عندئذ» 
FF PO {le mon :‏ 

85577 لم 22017 بتطابق ثلاث زوايا. من ذلك نحد أن 2 ح کے کے. 
0 ات 2 PU PS‏ 


وما أن PU = SUR‏ فإن 


.PX = XU = RU‏ أيضاً 810017 دم ۸۸77 بتطابق ثلاث زوايا. من 
ذلك نحد أن 
RT _ RU RU RU 4‏ 
RQ RX RU+UX RU + 3 RU‏ 
ذن» = 


M٣ 1983[ )9(‏ .tیAu]‏ أطوال أضلاع مثلث هي 7 1 ۾ حيث م عدد 
صحيح موحب. ما أصغر قيمة للعدد م ؟ 
)2 (ب) 3 (ج) 4 )5 
الحل: الإحابة هي (ج): من متباينة المثلث لدينا 
1 < ۾ + 73. أي أن 32 < . وأصغر عدد صحيح يحقق ذلك هو 4 د ن. 
]AustMC 1979[ 0٠١9‏ ف الشكل المرفق» 48› 65› 257 ثلاثة 


مستقيمات. قيمة م - 6 ل ۾ بالدرحات هي 


) 120 (ب) 150 (ج) 180 (د) 210 























المثلثات ۸0 





الحل: الإجابة هي (ج): قياس الزوايا الداحلية للمثلث هي ۾ - 180› 0 - 180› 
». إذن» 180 -م+(180-6)+(م-180). ومن ذلك يكون 
180 عدم .a+b—-‏ 


M٣ 1984[ )١١(‏ .ا] مثلث مختلف الأضلاع» أطوال أضلاعه أعداد صحيحة 

ومحيطه 13. عدد المثلفات المختلفة التي تحقق ذلك هو 

¢ 1 (ب) 2 (ج) 3 (۵) 4 
الحل: الإحابة هي (ب): لنفرض أن طول الضلع الأكبر هو ». عندئذ» ۾ أصغر 
من مجموع الضلعين الآخرين. ويهذا فإن ۾ أصغر من نصف المحيط وهو 26 وما 
أن ۾ عدد صحيح فإن 6 > ه. إذا كان 6 = ى فطولا الضلعين الآخرين هما (5 
و 2)أو (4 و 3). ويبحذا نحصل على مثلثين في هذه الحالة» هما (6,5,2) و 
(6,4,3). أما إذا كان 5 > ۾ فإن مجموع طولي الضلعين الآخرين يحب أن يكون 
أكبر من أو يساوي 8. وبحذا فطول الضلع الذي يجيء قبل » مباشرة يحب أن 
يكون 5 أو أكبر ومن ثم فهو أكبر من أو يساوي 4 وهذا مستحيل. إذن» لدينا 
فقط مثلثان يحققان المطلوب. 
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]A uM 1984[ )۱۲(‏ ۷۷ مثلث متساوي الأضلاع طول ضلعه 3. ©» 
»R‏ 8 7ء 7 × تقسم الأضلاع إلى ثلاثة أقسام متساوية (كما هو 
مبين) طول كل منها 1. 7 نقطة تقاطع القطع المستقيمة ×@»› 567» 
.SU || VY «RW | PV <QX || PY . 7‏ 
كم عدد المثلثات المتساوية الأضلاع التي يمكن إنشاؤها بحيث تكون النقاط 
التي في الشكل رؤوساً هذه المثلثات ؟ 
) 10 (ب) 12 (ج) 13 (۵) 15 





الحل: الإجابة هي (د): نحد المخلثات من أطوال الأضلاع المختلفة وهي: 

المثلثات التي طول ضلعها 3: ۸۲۷۷ . 

المثلثات التي طول ضلعها 2: .ARWY «۸QVX «۸PSU‏ 

المثلثات التي طول ضلعها 3/ہ: 7 »۸Q70‏ 251916 . 

«ARTU «<AQRT «<۸QST «<۸PQR :1 المثلثات التي طول ضلعها‎ 
.AUXY «ATUX «ATWX «ASWT «ASVW 
.1+3 + 2 + 9 = 15 إذن» عدد المثلثات هو‎ 














المثلثات ع4 


(۱۳) [1981 ©21.]وناة] أقمنا عموداً من الإسمنت على سطح شارع مستقيم 
ارتفاعه 20 متراً. وبعد مسافة معينة أقمنا عموداً آخحر ارتفاعه 80 متراً. 
وصلنا رأس العمود الأول مع قاعدة العمود الثاني ورأس العمود الثاني مع 
قاعدة العمود الأول. ما ارتفاع نقطة تقاطعهما عن الأرض بالأمتار ؟ 
() 15 (ب) 16 (ج) 18 (د) 50 

الحل: الإحابة هي (ب): المطلوب إيجاد ۸ في الشكل المرفق 

T 


80 


امجمكة ر 


17 8 9 
لاحظ أن ۸۲۸۷ له 82100 بتطابق زاويتين. من التشابه نحد أن 
1 20 _ 2„ إذن» لح نيت ق اهل أيضا 
4 8&0 ين 5 1+4 QT x+y‏ 
h QR 1 . : : ٤‏ 
۷ لم 8075 بتطابق ثلاث زوايا. من ذلك نحد أن 2 - کک الى 
0 0 بق ثلاث زوايا. من 5 7 OT‏ 80 


آڈئ 18ج لقت م: 
5 
M٣ 1981[ )١ (‏ اAu]‏ في الشكل المرفق» 2207 قائم الزاوية والنقطتان 7 و 
$ تقسمان الوتر إلى ثلاث قطع متساوية. 7 = ۸8» 9= ۸7 . ما طول 
القطعة $ ؟ 
)¢ 15 (ب) 17ل (ج) ۷/26 )د 32/. 











44 الهندسة «الجزء الأول) 


7 4 

الحل: الإحابة هي (ج): 

أنشئ القطع 7۸» «SB «TD‏ 8 كما هو مبين فی الشكل 
i‏ 


A 


7 
5 5 
ا سي 5 
APAT = 2105 = 0‏ (464). من هذا التطابق جد أن 
نه = 80 = 05 = 47. وهذا فإن 8 و 2 تقسمان ۸Q‏ إلى ثلاث قطع 
متساوية. بالئل 8 و 4 تقسمان 7# إلى ثلاث قطع متساوية. الآن» في 
ARE‏ لدينا 49 = ”(£5) + 88(2). أي أن 
9 = شن + 44 )0 
وبالمثل» في ۸47۸ لدينا 
4y = 1‏ + ده 0020 
يجمع )١(‏ و (۲) والاختصار نحد أن 26 = ”ر + *به. ولكن 
6 = شن + ثم = 50(2) = (87). 
إذن» 96ل = :51 . 








المثلثات ۸۹ 
)٠°(‏ [1982 ©31ؤونه] في الشكل المرفق» قياس كل من الزوايا 2 و © و ۸ 
يساوي 45 و £ نقطة على 017» امتدادا القطعتين المستقيمتين ۸5 و 
5 عمودیان على 20 و 7# على التوالي. إذا كان 20 = ۶8 فما 
طول ۸@ ؟ 


(ب) 100/3 (ج) 20 (د) 20/2 
0 


2 
/2 





لتكن × و ۲ كما هو مبين على الشكل. في 280155 45° = 205 ومن ثم 
° = 09 . وبذلك يكون المثلث متساوي الساقين. إذن» 

00 QX = SX 
وبالمثل» في ۸۶×۸ لدینا‎ 

0 RX SPX 








۰ الهندسة «الجزء الأول) 


PXS = 90° = 0‏ 3 
من ()» )»> (۳) نجد أن ۸۸Q×‏ = ۸۲×8 (545). إذنء 
0 = قط = .QR‏ 


3 28 في الشكل المرفق» 0 نقطة تقاطع التضفن العمردية الان‎ )٠١( 
إذاكان 10 = 08 فما طول 00 ؟‎ . 0 
15 (ب) 7.5 (ج) 10 (د)‎ 5 ¢ 


الحل: الإحابة هي (ج): ارسم 40. الآن 
(SAS) AOAY = AOCY‏ 
(SAS) AOAX = AOBX‏ 
إذنء 00 = 40 » 08 = 04. وبهذا يكون 
OB - 0‏ = 04 = 00. 


(10) في الشكل المرفق» 82 = 40 = 48 . ما قياس الزاوية ل ؟ 
() 20° (ب) 25° (ج) 30° (د) 35° 








المثلثات ۹۱ 


B D C 


الحل: الإحابة هي (ج): با أن 82 = 48 فإن 70° = 804. إذن» 
"0 = 70× 180-2 = 8. وها أن 40 = 48م فإن 40° B=‏ = €. 
الآن» 180° = 40 + 40 + ن + 70 . ومن ذلك يكون 


30° = 180-150 = ن. 


(۱۸) مددنا أضلاع ۸48٥‏ كما هو مبين في الشكل المرفق» إذا كان 
AB = AC‏ و BD = BF‏ و AE = DE‏ وكان 5 = E۴‏ فما طول 
GF‏ ؟ 


D 
5 )( 4 (ب) 3.5 (ج)‎ 3 
الحل: الإحابة هي (د): لنفرض أن »=4 وأن ر = 486. بما أن‎ 
فإن » = 7 = ۴. الآن‎ BD = BF فإن # = 2. وما أن‎ AE = DE 


DBF = 180 - 2‏ (زوايا المثلث 827هم). إذنء 22 دي. ويكون 








۹۲ الهندسة «الجزء الأول) 


ی 


80° = 22 + 2 + . إذن» 36° = ۾. وهذا فإن 72° = FCE = ۸0B‏ 
بالتقابل بالرأس. 

إذنء 72° = (36 + 72) - 180 = 7870. أي أن ۸۴0۳ متساوي الساقين 
ويكون 5 = FC = EF‏ . 


(۱۹) في الشكل المرفق» AABC‏ قائم الزاوية عند 4 00° = oD‏ 
.y = 40° ›40 = 0‏ ما قياس 2 ؟ 


0 20° (ب) 25° (ج) 30° (د) 40° 





B P D 0 


الحل: الإحابة هي (ب): لنفرض أن 25 = 241. عندئذء 90 = م + ين + 4. 


وما أن 70 = 40 فإن ن 4۶٥ = C4۲ = z+‏ . إذن» 


y = 90°‏ + 22 = م + بن +ع ع APC + PAD‏ 
لأن ۸4۶2 قائم الزاوية. من ذلك ضحد أن 
0° = بن + 22 z=‏ ل رن a+‏ 
أي أن م ح . وما أن 40° = ن فنجد أن 50° = :2. وهذا فإن 25° = 4. 
]Aut. MC 1988[ )۲١(‏ ما قياس الزاوية ند في الشكل المرفق ؟ 


30° (ب) 35° (ج) 40° () 45° 























المثلثات 4۲ 





a 
B D 0 
الحل: الإحابة هي (د): با أن 180 = 2-110 فإن 70° = 2. وما أن بجموع‎ 
زوايا 4872م يساوي 180° فإن 60° = (70 + 50) - 180 = ن. إذن»‎ 
.4 = 180 - )75 + (ن‎ = 180 - )75 + 60( = 45° 


[Aust MC 1991] (1)‏ ¢ الشكل المرفق» «PRQ = 40° «PR = QF‏ 
° = 2187 . ما قياس 7751 ؟ 
) 115° (ب) 125° (ج) 135° (د) 140° 


R 





P 0 1‏ 
الحل: الإحابة هي (ج): ا أن Q۸‏ = ۶۸ فإن 70° = .RQP = RPQ‏ 
وھذا فإن “110 = 70 - 180 = ۸Q7‏ ويكون 
QST = 180 - (110 + 25) = 45°‏ 
إذن» 135° = 45° - 180° = RST‏ . 




















545 الهندسة «الجزء الأول) 


]Aut. MC 1990[ )۲۲(‏ في الشكل المرفق» ۸۶9۸ قائم الزاوية عند ©» 


RU «PT = PS‏ = :21 . ما قياس الزاوية ي ؟ 


() 30° (ب) 35° (ج) 40° (د) 45° 
P‏ 
7 
5 
لأ 
0U R‏ 
الحل: الإحابة هي (د): لاحظ أولاً أن ي - 90 = ۸ وأن 
1 0 حون 0 = PTS = PST‏ 


,1+ 45 = (ن - 90-200 = OTR‏ 
الآن» مجموع الزوايا عند النقطة '7 يساوي 180. إذن» 
0 = و3 مه + 0و2 - 90+ ه 
ومن ذلك نيحد أن 45° = ». 
]Aut. M٣ 1988[ )۲۳(‏ في الشكل المرفق» قيمة » تساوي 
¢ 10 ب15 (ج) 15 (د) 18 


2 
52 


7 7 ا يه 17 
O7‏ :42 


U XxX 














المثلثات 40 


الحل: الإحابة هي (ب): في المثلث 22077 لدينا 

QPR = UPV = 180 - (3z + 4( 

QRP = XRY = 180 - (6z + 72) 
إذن»‎ 

0 = نوة + :ه13 - 180 + 7z‏ - 180 
أي أن 180 = ند15. وهذا فإن 12 = 4. 


«PR = 01-12  »قفرلل في الشكل‎ ]Aust.MC 1991[ )١5( 
مساحة الشكل ۸5×7 تساوي 8 وحدات مربعة.‎ . R$ = RT - 8 
مساحة 28780 بالوحدات المربعة تساوي‎ 


)¢ 15 (ب) 16 (ج) 17 (د) 18 
ب 
م 5 8 
الحل: الإحابة هي ): لاحظ أن 2017 = ۸۶×5. ولذا فإن 
[9×7] = [۶×5]. نفرض أن هذه المساحة هي :4 ولنفرض أن [70] = ل. 


عندئذ 8051-4 ہا أن 8 = 6ه و 4 - وم فإن 8 ے اگ إزن, 
[PXS] 4 [PXS] a‏ 
ا 

تيح ومو اذا كر لله 

بح بس وم :ه. وبالمثل» 


[PTR] _ 8 + 10‏ _ 8 
y+2‏ دنعو [PTQ]‏ 4 
ويكهذا فإن 3 = ن. إذن 


[PRQ] = 3+2+2+8 - 5 



































۹1 الهندسة «الجزء الأول) 


]Au MC 1991[ )١5(‏ ي الشكل المرفق» 12° = ۶Q۸‏ . رسمنا متتالية من 
المثلثات المتساوية الساقين كما هو موضح في الشكل. ما أكبر عدد ممكن من 
مثل هذه المثلثات يفك رها ؟ 


أ 4 (ب) 7 (ج) 9 1 
P‏ 


0 R 
الحل: الإحابة هي (ب): كما هو موضح في الرسم أدناه فإنه يمكن رسم 7 مثلثات‎ 
فقط لأنه عند ظهور الزاوية ذات القياس 96 لا يمكن إنشاء مثلث متساوي‎ 


الساقين لأن 180 < 96 + 96. 





(15) في الشكل المرفقء» 241802 2418 2176 مستقيمات. 08 || «BF‏ 
BAC = 495‏ 116° = 802 » ما قياس الزاوية بم ؟ 
0 


32 


< 











المثلثات 3 

أ 74° (ب) 94° (ج) 96° (د) 106° 

الحل: الإحابة هي (د): لاحظ أن 8 + 42 = 116° (خارحة عن المثلث 
80 ). إذن» 74° = 8 . وهذا فإن 745 = 8 = و (بالتناظ). 


وهذا يكون 106° = 74° - 180° = ين - 1809 = :د (زاوية مستقيمة). 


00 في الشكل المرفق 802 || «AED = 90° «BAC = 36° «4E‏ 
4B = 46 = 09‏ . ما قيمة „ ؟ 


E 
لآ‎ 


= 


< 
B 0 D 

أ 36° (ب) 54° (ج) 67° (د) 72° 
الحل: الإحابة هي (ب): 72° = B = BCA‏ لأن مجموع زوايا المثلث  ۸8٥‏ 
يساوي 180° وأن 40 = 48 . ولذا فإن 

8° = 72 + 36° = 2407 (خارحة عن المثلث 480). 
36° = 624 = 042 لأن مجموع زوايا المثلث 402 يساوي 180 وأن 
D‏ = 40 . أيضاء 
84D = 024 = 36°‏ بالتبادل. 

إذن» 54° = (90° + 36°) - 180° = 4 . 





























۹۸ الغندسة «الجزء الأول) 


(۲۸) في الشكل الرفق» 240 = 2482 2460-9 0982-6 و 
8 = [804]. ما قيمة [481] ؟ 
8 


D 


A4 7 0‏ 
6 (ب) 8 (ج) 9 (@ 10 
الحل: الإحابة هي (د): المثلثان ۸402 و ۸804 متشابمان لأن 


055 


.06-0 23 DBA = DAC 


2 
[ACD] 8 50 LR‏ . 
ع ذلك نرى أن کے = د سے ودا فان 35 - 2]_ [0 لك ]. ی أن 
يي ا ا O‏ 9 6 804 * 
x18 - 8‏ 51804 [462]. إذن» 


.[ABD] = [BCA] - [ACD] = 18 - 8 = 0 


(۲۹) في الشكل المرفق» 42 و 82 منصفان للزاويتين 840 و 480 على 


التوالي. ما قيمة ب بدلالة جم ؟ 
5 4 


®: 


B ^o 
0-ه = ل (ب) 180°- :2 = ل‎ 0 


(ج) 27 = ل (د) 90°- 2 = y‏ 























المثلثات ۹۹ 


الحل: الإحابة هي (ب): لنفرض أن 2 = (841 وأن س = (481.. عندئذ» 


BAD = CAD =z 


ABD = CBD = w 
(مه + ) - 180° = به لأن مجموع زوايا المثلث 4/87 يساوي 180. أيضاًء‎ 





س2 - 22 - 180° = ر لأن مجموع زوايا المثلث 480 يساوي 180°. إذن» 


80° - 2 = (ه - 2)180° - 180° = (س + )2 - 180° = ر 


)۳٠(‏ في الشكل المرفق 3:4= يي : 87 و 82 ح [287]. ما قيمة 


[BOE]‏ ؟ 
0 
0 
EB F B‏ 
() 49 (ب) 64 (ج) 72 (د) 98 
الحل: الإجابة هي (د): £ AFD‏ له 58017 (44). إذن» 
BC _ CE _ BEB‏ 
FD DE FE‏ 
ولكن 
7 بش رن BE _ BF +FE _ BF‏ 
FE FE FE 1 44‏ 
من ذلك نرى أن 


[BCE] _ أ‎ _ 9 
[FDE] (4| 16 


.[BOE] = × 32 = 98 إذن»‎ 






































1 الهندسة «الجزء الأول) 


)۳١(‏ [2010 423468] مثلث أطوال أضلاعه بالبوصات أعداد صحيحة متتالية. إذا 
كان طول الضلع الأقصر يساوي 30% من المحيط فما طول الضلع الأكبر ؟ 
)8 (ب) 9 (ج) 10 )6 11 

الحل: الإحابة هي (د): لنفرض أن طول الضلع الأكبر هو به. إذن» 2-1 و 

2 - به هما طولا الضلعين الآخرين. محيط المثلث يساوي 


أيضاً 
9 32 )3 - 32( 3 3 2-2 
10 10 10 10 
إذن» 
9 9 
2= عدو 
10 10 
E:‏ 
10 10 


وهذا يكون 11 = 4. 


(؟") [2006 421©8] ف الشكل المرفق» المثلث ۸48٥0‏ متساوي الساقين فيه 
BC‏ = 48 والنقطة 2 تنصف كلاً من 80 و 48. إذا كان 
08-1 فما طول (87 ؟ 


)¢ 4 (ب) 4.5 (ج) 5 (د) 5.5 





























المثلثات ۱۰۹ 
الحل: الإحابة هي (د): لاحظ أولاً أن 4801 = ۸482 (54.5). ولذا فإن 
4B = CE -1‏ . إذنء 11 - 80 لأن ۸48٥‏ متساوي الساقين. وبحذا 


نحد أن 5 - = .BD‏ 


(۳) [2002 2108ه] رسمنا مثلثات قائمة متساوية الساقين على أضلاع مثلث 
قائم أطوال أضلاعه 63 4» 5 كما هو مبين في الشكل حيث الحروف 
داحل المثلثات تمثل مساحة كل من هذه المثلثات. ما العبارة الصائبة من بين 


العبارات التالية ؟ 
X+2=W+Y (‏ (ب) 7= ×+ W‏ 
(ج) 52 = 3X + 4Y‏ د 7= X+Y‏ 
الحل: الإحابة هي (د): لاحظ أن 
2 وروک 
2 3 
1 
Y= - »4«»4 -‏ 
2 
25 


2 هيوق يوحت 7 
2 2 








1۰۲ الهندسة «الجزء الأول) 


W =1x3x4=6 





() 48° (ب) 60° (ج) 70° (د) 80° 
الحل: الإحابة هي (د): 160° = 20° - 180° = 22. إذن 80 = #. الآن 
27 + 8 = ب لأنما زاوية خارحة عن المثلث ۸۴82 . إِذن» 80° = 2 + 8 . 


؟ 


١‏ دن 


(5") [1997 80108] في الشكل المرفق 480 مستقيم و 4 = 3. ما 


E 


€, 


40° 
D 


3 


70° 











المثلثات 1 


أ( 20° (ب) 25° (ج) 35° )د 40° 
الحل: الإحابة هي (ج): لدينا 70° = 70° - 40° - 180° = 88۸ لأن مجموع 
زوايا المثلث 48 يساوي 180. إذن» 110° = 2780 لأنما متممة للزاوية 


180 -110 
2 


4 . من ذلك يكون 35° = = 3=4. 
M08 1995[ 5(‏ ۸] في الشكل المرفق» كل من الزوايا 2 و 8 و © قائمة 
والمثلث E80‏ متساوي الساقين فيه 278 = 58 . ما قياس 67217 ؟ 
8 


() 80° (ب) 85° (ج) 90° (د) 95° 
الحل: الإحابة هي (د): 
F8 = 180° - 40° - 90° = 50°‏ لأن مجموع زوايا المثلث 47۳ يساوي 
0°. وهذا نرى أن 50° = 276 لأنما متقابلة بالرأس مع 478. إذنء 
.BGF = 180° - 50° - 90° = 40°‏ ومن ثم فإن 40° = 260 بالتقابل 
بالرأس. من ذلك يكون 50° = 90° - 40° - 180° = 620. ولکن 
BD‏ = 88» ومن ذلك نرى أن 45° = 881 = 828 . إذن» 


CDE = CDG + GDE = 50° + 45° = 95°. 











1 الهندسة (الجزء الأول) 
(۳۷) [1992 43408] قسمنا مثلثاً قائماً ومتساوي الساقين حيث طول كل من 
ساقيه 8 إلى 16 مثلثاً متطابقاً كما هو مبين في الشكل المرفق. ما مساحة 


الحزء المظلل ؟ 


10 (ب) 20 (ج) 30 «) 40 
الحل: الإحابة هي (ب): كل من المثلثات الصغيرة قائم ومتساوي الساقين وطول 
الساق يساوي 3ق حالم مساحة كل من هذه المثلثات تساوي 

629-590 1 
2 
عدد المثلثات المظللة يساوي 10. إذن» مساحة المنطقة المظللة تساوي 
x 2 = 0‏ 10 
]AHSME 1992] )۳۸(‏ أطوال أضلاع مثلث هي 6.5 ,10 ,2 حيث 4 عدد 
صحيح موحب. ما أصغر قيمة للعدد fa‏ 

3 (ب) 4 (ج) 5 )6 

الحل: الإحابة هى (ب): من متباينة المثلث لدينا 


16.5 = 6.5 + 10 > به 
.» + 6.5 > 10 
أي أن 3.5 < نه. إذن 16.5 > © > 3.5. ويهذا تكون أصغر القيم الصحيحة 











المثلثات 10 


الموجبة للعدد نه هي 4. 


(۳۹) [2002 210128ه] ليكن ۸×0۷ قائم الزاوية في 0» 1 و 27 نقطتي 
المنتصف لضلعي القائمة ×0 و 0۷ على التوالي. إذا كان 19 ع 107 و 
۲M = 2‏ فما طول ۲× ؟ 
) 26 (ب) 28 (ج) 30 (د) 32 
الحل: الإحابة هي (0: 


4Y N Y 1‏ 0 
لنفرض أن ± = ×1 = 01 وأن ر ح N۲‏ = 027. باستخدام مبرهنة 
فيثاغورس للمثلثين 47017 و ۸10۲ نرى أن 
9= تن + 4 
4y = 7‏ + تو 
بجمع المعادلتين نحد أن 
45 = 22 + 192 = ر5 + نوق 
5 و م 058 
إذن» 5-0 بو + ثج. الانء باستخدام مبرهنة فيثاغورس للمثلث 


01 نحد أن 











1۰ 


الغندسة رالجزء الأول) 


6 = 30/169 = شن + 24 = و4 + 4ل = عير 


]AMC10B 2004[ )50(‏ لمثلث ۸4٥E‏ قائم الزاوية فيه 12= 0 مء 


«CE «AC على‎ 7 «<D «<8 فرظ . رسمنا النقاط‎ = 20 »CE = 6 

4 على التوالي بحيث يكون 3 = 48 » 4 = 02» 5 = 277 . ما نسبة 
مساحة المثلث 21287 إلى مساحة المثلث 077 4م ؟ 

ا( رب 5 رج كك م 
8 25 


1 
16 4 


الحل: الإجابة هي (د): 








ارسم الآن الارتفاع ۸ من # إلى 4٥‏ ليلاقي 40 في النقطة . عندئذ» 


.(44) AAFG ~ AAEC 




















إذن» 
AF FG AG 3‏ 
AE EC AC 4‏ 


من .ذلك نرق أن #0 = 6 = يز الآنء 
ABF] =x AB xh = 40de)‏ 
4 24 2 


- 81, د اممعرمم‎ Ã [40E] 
162 16 


وبالمئل» نرى أن Ac]‏ = [87م] = [800]. إذن» 
[DBF] = [ACE] - 3 xÃ [ACE] = [ACE]‏ 
16 16 


DBE 2F e 
[ACE] 16 ويمذا يكون‎ 


)5١(‏ [2008 010104هه] مثلث قائم الزاوية محيطه 32 ومساحته 20. ما طول 


وتره ؟ 
فك زب 55 وبع 5 ری 8 
E 4‏ € 4 4 
الحل: الإجابة هي (ب): 
2 
مي ر 


1 
لدينا 32 = م + ل م و 20 = لاه . من مبرهنة فيثاغورس لدينا 


+ ول دع 
































1۰۸ الهندسة (الجزء الأول) 
إذن» 
(و )= 32 = 2+7 


“إن + نه) + y(‏ + )64 - 32 = ”و + دنه 
2y + 2‏ + شن + ے = (ی + )64 + ی + تع 


2 
2 = ر + و 
64 
وما أن 0 = ay‏ فإن 80 = 22y‏ . إذن» 
69 32+ 80 
ےک ےر ا 
4 64 
ويهذا يكون 
59 69 


= - -320 = إن + 1) - 32 = 2ے 
a‏ )و (z+‏ 


)٤۲(‏ ما عدد المثلثات المنفرحة الزاوية غير المتطابقة التي أطوال أضلاعها أعداد 
صحيحة ومحيطها يساوي 11 ؟ 
2 (ب) 3 (ج) 4 (د) 5 
الحل: الإحابة هي (أ): سنبرهن أولاً أنه إذا كان ۸480 منفرج الزاوية حيث 


ع > 6 > ۾ فإن 2 > 0+ .a‏ 





7 6 20 
اسقط ارتفاعاً ۸ من 4 ليلاقي امتداد 80 قي النقطة (. ولنفرض أن 
ه = 20. الآن» باستخدام مبرهنة فيثاغورس على المثلث 8478 والمئلث 











اللات ۱۰4 


0 ضحد أن 
ثم + ”)2 + (a‏ دام 
مم2 + (ثن + a^ + )h”‏ = 

+ 2م < 22 + 2ز + ثن = 
لأن 0 < 2. إذن» ”ع > 82 + ”م . الآن» المثلثات المنفرحة الزاوية ذوات المحيط 
1 التي أضلاعها أعداد صحيحة هي (2,4,5)» (3,3,5)» (3,4,4). وا أن 
2 > 42 + 222 52 > 3 + 3» 42 < 42 + 32 فيوجد مثلثان فقط يحققان 
المطلوب. 


[M40 1992[ )٤۳(‏ يرتكز سلم طوله 25 بوصة على حدار رأسي حيث يبعد 
أسفل السلم 7 بوصات عن قاعدة الجدار. إذا انزلق أعلى السلم بمقدار 4 
بوصات فما البعد الجديد لأسفل السلم عن قاعدة الجدار ؟ 
() 8 (ب) 11 (ج) 15 (د) 24 

الحل: الإحابة هي (ج): باستخدام مبرهنة فيثاغورس بحد أن بعد أعلى السلم عن 

أسفل القاعدة قبل الانزلاق هو 24 = 7 - 252 

وبعد الانزلاق يكون بعد أعلى السلم عن القاعدة يساوي 20 بوصة. ولذا فبعد 

أسفله عن قاعدة الجدار يساوي 15 = 202 - 252/.. 


]Mathcounts 1990[ )55(‏ إذا كانت أطوال أضلاع المثلث ۸480٥0‏ هي 240 
0 80 وكان أقصر ارتفاعاته يساوي حاصل ضرب عدد × مع اطول 
ارتفاعاته فما قيمة × ؟ 


5 


3 
0 (ب) 1 © و (د) 2 


٣ 
2 








11۰ الغندسة رالجزء الأول) 


الحل: الإحابة هي (أ): لنفرض أن الارتفاعات هي ,۸,وأ,۸ حيث عراره 
مختلفة بحيث أن ,8 > ,۸ > ,5 . ما أن 
ah, = bh, = ch,‏ = [480] »21 
فنرى أن الارتفاع ,۸ مرسوم إلى الضلع الأطول وأن الارتفاع ,۸ مرسوم إلى الضلع 
الأقصر. إذن» 40 = ء و 80 = ه. ومن ذلك نرى أن 
80h, = 40h,‏ 
1 


ا 2 


وهذا يكون = 


(5؛) في الشكل المرفق» 90° = 8604» 01 متوسط من 0 إلى 48ء 
»H = 90° «CMH = 30°‏ 4 = 087. ما مساحة المثلث ۸480 ؟ 


BH 
0 


4 0 
() 24 (ب) 28 (ج) 32 (د) 36 
الحل: الإحابة هي (ج): بما أن 5140177 هو مثلث 90° - 60° - 30 وأن 
4 = 08 فإن 8 = 4 ×2 = 014. وما أن طول المتوسط إلى وتر المثلث القائم 
يساوي نصف طول الوتر فإن 16 = 2014 = 48 . إذن 


[ABC] = 3 x CH x AB = 3 x 4x16 = 32 











المثلثات 11 
(؛) [1989 ]AHSME‏ ف المثلث المرفق 480م»*100 -4, 50° = «B‏ 
ارتفاع» 814 متوسط. ما قياس الزاوية 2776 ؟ 


A 


H 


أ 20° (ب) 25° (ج) 30° (د) 50° 
الحل: الإحابة هي (ج): بما أن 171 متوسط إلى وتر المثلث القائم ۸4۸10 فإن 
.HM -6‏ وما أن 814 متوسط في المثلث 480 فإن 340 = 4114 . 
إذن» 340 = 434 = 731 . ويهذا يكون المثلث 871770 متساوي الساقين فيه 


.0 = 180° - 005 + 50°( = 80° ولكن‎ . MHC = 6 


]AHM٤ 1986[ )٤۷(‏ طلا ارتفاعين من ارتفاعات مثلث مختلف الأضلاع 
480 ها 4 و 12. إذا فرضنا أن طول الارتفاع الثالث هو أيضاً عدد 
صحيح فما أعلى قيمة يأخذها طول هذا الارتفاع ؟ 


3 (ب) 5 (ج) 7 )9 
الحل: الإحابة هي (ب): سنبرهن أولاً أن الارتفاعات ,۸.,۸ لأي مثلث تحقق 
المتباينة 

NES 
hh Mh Rh, 








1۲ الهندسة (الجزء الأول) 


بما أن [2]480 = يده = ,58 = رہ فإن 


AB] <b ABE “a 1480]‏ ©. وما أن ع ل 6 > ۾ فترى 


h, 1‏ 1 
ABO]. ABO. ABET‏ وى ho Bk‏ لك ارقو ده 
أن 2 . إذن ماع کے الاق :ل 
he‏ ت ١ hy, h, 7 ١ hy, h,‏ انفرش 
الآن أن الارتفاع الثالث للمثلث هو . إذن» 
4 ا با 
12 4 ب 
Ss‏ 
12 & 4 
Lhd‏ 
لتك © د — يح 
4 2 12 


من المتباينة الأولى نحد أن 3 < :ه ومن الثانية نرى أن 6 > :د ومن الثالثة نحد أن 
6- < نه (أي 0 < ). إذن» 6 > » > 3. ويهذا فأكبر قيمة صحيحة يأحذها 
۾ هي 5. 

)٤۸(‏ إذا كان محيط المثلث القائم الزاوية ۸480 يساوي 60 ومساحته تساوي 


0 فما هو طول وتره ؟ 


) 10 (ب) 20 (ج) 25 (د) 30 
الحل: الإحابة هي (ج): لنفرض أن طول الوتر هو ع وأن طولي ضلعي القائمة هما 
© و 0. إذن» 

a+b +c = 0 


ab = 2 × 150 = 0‏ 
ومن ذلك نحد أن 























المثلثات 1۳ 
ع-60 = a+b‏ 
2 - 60) = *(ط + (a‏ 
ع120- € + 602 = 2ab‏ + ”ظط + a^‏ 
ولكن م = 0 + م . إذن» 
2ab = 602 - 10‏ 
x 300 = 3600 - 120‏ 2 
120c = 3600 - 600 = 0‏ 
عو _ 3000 _ 


120 


)٤۹(‏ [2011 رعاره٥]‏ في الشكل المرفق» ۸×۲7 مثلث متساوي الساقين فيه 
7 = ۲×. ۷ نقطة على 7× حيث ۲7 = 1777 = .XW‏ ما 
قياس الزاوية ۷7× ؟ 
XxX‏ 


8 


2 57 
¢ 30° (ب) 36° (ج) 45° (د) 60° 
الحل: الإحابة هي (ب): لنفرض أن م هو قياس الزاوية ۲7×. 


سيت 


بما أن ۸×۲7 متساوي الساقين فإن »= X۲W‏ = ۲7. إذن» 





XW۲ = 180° - 2‏ لأن مجموع زوايا المثلث ۸×۲7 يساوي 180. 
وا XWY + ZWY = 180° ù‏ 





(زاوية ‏ مستقيمة)» ٠‏ فإن 


:2 = (24 - 180°) - 180° = 77۲ . وما أن ۸۲77 متساوي الساقين إذن 














115 الهندسة (الجزء الأول) 


:و2 = .7W = WY‏ وما أن ۸×۷7 متساوي الساقين إذن 


. XYZ = XZY = ZWY = 2% 


شخ اسك ١‏ تک 


الآن» 180° = ۲×7 + 7۲× + ۲7× (مجموع زوايا الملٹ ۸۲7). إذن 
180° = 3 + 22 + 22 
180° = »5 





(50) [2008 رماره] في الشكل المرفق» النقطة ۸ تقع على 0©5» 8 = ›»Q۸‏ 
8 = #صء 120° = 2580 900 = 729. ما مساحة لمثلث 
95 ؟ 

P 
9 


2 
© 8 R 6 


¢ 36/3 (ب) 601/3 (ج) 72/3 («د) 96/3 


الحل: الإحابة هي (د): 











المثلثات 110 


ما أن 60° = 287 وأن 30 = 257 فإن المثلث ۸58۸۶ هو مثلث 
0°- 60 - 30. إذن» 24 = 2۸۶ = ۸8 . الآنء ارسم الارتفاع ۲٥۲‏ 
ليلاقي 5@ في النقطة 7. المثلث ۸۶۸7 هو مثلث 90° - 60 - 30 . إذن» 


5ن - وم قلا = نوم الآن» ۶7 هو ارتفاع المثلث 8028 و Q8‏ 


قاعدته. إذن» مساحته هي 
x qs x PT = (QR + RS) x PT‏ } 


= 3(8 + 24) 58 


- 3 


)5١1(‏ [2007 yماره]‏ في الشكل المرفق» كل من 8480 و 80817 متساوي 
الساقين. محيط 8081 يساوي 19 ومحيط 85480 يساوي 220 
.BD =7‏ ماطول AB‏ ؟ 


4 


را 
نكم 


5 (ب) 6 © 7 (۵) 8 
الحل: الإحابة هي (د): في ۸480 لدينا 80 = 40. وفي 5801 لدينا 
.€D = BC‏ إذن» 02 = 80 = 40 . الآن» حيط 2087 يساوي 19 و 
BD = 7‏ . إذن» 








11 الهندسة (الجزء الأول) 


9 -ح +CD‏ 80 + 7 
290-92 
BC =6‏ 
حيط 2480 يساوي 20 و 6 = 8٥0‏ . إذن» 
AB +6+6= 0‏ 
20-832 ح AB‏ 
8- 48 


(0) [2007 رماوه] في الشكل المرفق» ۸480 قائم الزاوية» 90° = ©. ۸1ء 
»N‏ ۶ منصفات الأضلاع »8٥‏ 240 48 على التوالي. إذا كانت 
مساحة المثلث 4277م تساوي 2 فما مساحة المثلث ۸۸48٥‏ ؟ 


A 
N P 
0 M B 
16 (ب) 6 (ج) 8 (د)‎ 4 
الحل: الإحابة هي (ج):‎ 
الحل الأول‎ 
AN _ 1 AP 


کے کے للك ولراوية هر منشاركة اق ان طانم و A480‏ إذن 
چ کر = ر والزاوية 4 مشتركة في الین 5 ١‏ 
PN ~ ABC‏ ۸4 . من ذلك نرى أن 


[APN] 08 3 


lase] )2[ 4 








اللات 1۷ 


[ABC] = 4[APN] = 4x2 = 8‏ 
الحل الثاني 
0 مم PN‏ (كما ف الحل الأول). إذنء 90° = © = 377. بالمئل 
.APMB ~ ACB‏ إذن» 90° = © = 1 . إذن» 
.NP = OM = MB - 8 5 AN - NO = PM -6‏ 
من ذلك يكون ۸4٨۲‏ = 25118ه. إذن» 2 = [2118]. ومن الواضح أن 
.]NPM0[ = ANP [ = 4‏ إذن» 
[ABC]=2+2+4=8.‏ 
الحل الثالث 
صل بين النقطتين © و 2. عندئذء» 22014 = 0217 . بما أن AN = NC‏ 
وان 217 ارتفاع لكل من لمثلثين ۸۶۸4 و ۸۶۸0٥‏ فإن [5270] = [74لط]. 
وبالمثل» [21418] = [310]. وبالتالي فمساحة المثلثات الأربعة الصغيرة متساوية 
وتساوي 2 إذن» 


[ABC]=2+2+2+2=8 


]M40 2011[ )(‏ ي لمثلث 480ممء 3= 8€› 5= 40€. ما عدد 
القيم الممكنة للطول 48 لكي يكون ۸48٥0‏ قائم الزاوية ؟ 
¢ 0 (ب) 1 (ج) 2 () 3 
الحل: الإحابة هي (ج): هناك خياران لطول 48 الأول منهما هو أن يكون 
0 هو الوتر (الأطول). في هذه الحالة 4 = 82 - 52/: = 48. وأما الخيار 
الثاني فهو أن يكون 48 هو الوتر. في هذه الحالة 34/. = 32 + 52 = 48 . 








11۸ الهندسة (الجزء الأول) 
لاحظ استحالة أن يكون 8٥‏ هو الوتر. 


(54) مثلث مختلف الأضلاع طول الضلعين الصغيرين هما 3 و 5. ما مجموع 
الخيارات الممكنة للأطوال الصحيحة للضلع الأكبر ؟ 


6 (ب) 13 (ج) 18 (د) 22 
الحل: الإحابة هي (ب): لنفرض أن طول الضلع الأكبر هو . عندئذ» 
3+5 >ه 
2-83 >5 
2+5 >3 


ويحذا يكون 8 > > 2. إذن» 6,7 ,5 ,4 ,8 = 2. وبما أن ي هو الأطول 


فالخياران هما 6 و 7 ومجموعها يساوي 13. 


(5ه) المستقيمان 1 و 11 متوازيان. أي من المثلثات الثلاثة ۸480» ۸4۸20»› 
480 مساحته هي الأكبر ؟ 


7 ال 7 LB‏ 
M A ©‏ 
AABC ()‏ (ب) ۸40€ 
(ج) AAEC‏ (د) مساحات المثلثات الثلاثة متساوية 


الحل: الإحابة هي (د): للمثلثات الثلاثة قاعدة مشتركة هي 0 4 وارتفاع مشترك. 


j [AHSME 1950] (7)‏ لمنثلث 4800م 12= «AC =7 «AB‏ 
0 = 80 . إذا ضاعفنا طول كل من 48 و 40 وبقي طول 8€ كما 








المثلثات 11 

هو فإن: 

(أ) مساحة المثلث تتضاعف. 

(ب) طول الارتفاع يتضاعف. 

(ج) المساحة الحديدة تصبح أربعة أضعاف المساحة السابقة. 

(د) المساحة الجديدة تساوي صفراً. 
الحل: الإحابة هي (د): في المثلث الجديد 80 + 40 = 48م. إذذ» © تقع 
على 48. وبهذا يكون الارتفاع من © يساوي صفراً. وبالتالي فمساحة الثلث 


تساوي صفراً. 


(517) [1951 4115343] إذا كانت عقارب الساعة تشير إلى أن الوقت هو 15 : 2 
1 


أ/ Lê ° o‏ 0 
3¢ (ب) 15° (ج) 222° () 30° 


الحل: الإحابة هي (ج): في ساعة واحدة يدور عقرب الساعات بزاوية قياسها 


° - لك عند الساعة 5 : 2 يكون عقرب الساعات قد تحرك بزاوية قيمتها 


2x30 = 7‏ عن موقعه عند الساعة 00 : 2. إذن» قياس الزاوية بين عقرب 
الساعات وعقرب الدقائق يساوي 22° = 7 - 30°. 
]AHSME 1952] )58(‏ في المثلث € ۸48»› 82 و 88 يثلثان الزاوية 8 


ويلاقيان 40 في 2 و £ على التوالي. ما العبارة الصائبة من بين العبارات 
التالية: 








۰ الهندسة (الجزء الأول) 


AD _ (ABJ(BD) (ب»‎ 4D _ م كلق‎ 
EC (BE)BC) EC DC 
AD _ (AE)(BD) AD _ AB 
SS EE TETER 2 (ج(‎ 
EC (DC)BE) EC BC 
الحل: الإحابة هي (ب):‎ 
D 
E 
B 0 
8ق يميف الزادية 166 : اڈ تلت تلك‎ 
DE BE 
DE _ DB 
7 نصف الزاوية إد کے‎ 
FEE BE ذن»‎ . DBO ينصف الزاوية‎ B8 


AD _ DB(4B/BE) _ (AB)(BD) 


“BC  DE(BC/BD)  (BE)(BO) بن ذلك بكرف‎ 


]AHSM٤ 1952[ )59(‏ رسمنا على الوتر 48 للمثلث القائم الزاوية ۸48€ 
مثلثاً آحر قائم الزاوية ۸482 وتره 48 . إذاكان 1 = 80 › 5 = 40» 
2 = 42 فما طول 82 ؟ 
vb -3 0‏ (ب) 1- o‏ () 1+ قزل © 3+ ا 
الحل: الإحابة هي ): 











المثلثات ۳۹ 


استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس جحد أن 
(AB) = 2+1‏ 
(AB) = (BDY +4‏ 
(BD) +4 = 2+1‏ 
(BD) = b -3‏ 


(BD) = Nb -3 


]AHSME 1953[ )50(‏ في الثلث »۸48٥€‏ (4 منصف للزاوية ۸4› 
» = 02» ي = 8( . ما النسبة الصحيحة من بين النسب التالية ؟ 














A 
b 71 6 
0 2 7-7 8 
a 

م ك-5 رب كاده 
a b+c‏ مهم Db‏ 
¢ کے ل د 1 

ER 7 8 e 

الحل: الإحابة هي (أ): باستخدام مبرهنة منصف الزاوية نحد أن = 0 

6 

GEN‏ ا 








إذن» م 
b+c b+c‏ 6 











۲ الهندسة «الجزء الأول) 


)5١(‏ [1953 115818ه] يبعد مخيم صيفي عن شارع رئيسي مستقيم مسافة 
0 كم. ويوجد على الشارع الرئيسي مخيم صيفي آخر يبعد مسافة 40 كم 
عن أقرب نقطة على الشارع من المخيم الصيفي الأول. يراد فتح مقهى على 
الشارع الرئيسي بحيث يكون على مسافة متساوية من المخيمين. ما المسافة 
بين المقهى وكل من المخيمين ؟ 

(أ) 40 کم (ب) 31.25 کم (ج) 25 کم (د) 22.5 كم 

الحل: الإحابة هي (ب) 


40 - 
3 2 0 


A 
30 


B 


(ه - 40) + ”(30) = نهم 
2 + 80 - 1600 + 900 = ”4 


0 = 802 
31.25 2000 ح نه 
80 


)٦۲(‏ [1954 285318ه] في المثلث القائم الزاوية ۸48€»› 1:2 - 4:6 ما 
هي النسبة هد م: © ؟ 








اللات رذن 






D 
0 
B 


(ب) 1:4 (ج) 1:5 (@ 1:5 


الحل: الإحابة هي (ب): سنبرهن أولاً أن ۾ دمه و = و(ه-م) لأي 
مثلث قائم الزاوية. لاحظ أن 


ومنه» 


الآن» في المثلث المعطي 2 


2 م) b۳‏ + ے = م + تن = ۾ 


#2( دع) - قن ا ی + تن = 


تن دمو + ع ھ ‏ م + و = 
2a = 26‏ 
a = 6‏ 


۾ - ۾ + زه دم) = ثم + ”زه )e-‏ = 0ط 
- شن + ے + 2c‏ - ثم = 
2 + 26 - م = 


0 ثم ب 2z‏ - ثم = 


2b = 2c) ¬ ( 
b” = )c- (6 


. إذن» 


2 
0 

















11 الغندسة «الجزء الأول) 
a 1‏ 26 2 
(cae 0 4‏ مم 
]AHSME 1954] )۳(‏ 4820م متساوي الساقين فيه 40 = ›A48‏ 
4 - 2080 40° = 4 . ما قياس 800 ؟ 


A 
4 


© لك " 


)¢ 100° (ب) 105° (ج) 110° () 120° 
الحل: الإحابة هي (ج): بما أن 70° = 2480 = ACB‏ وأن OBC‏ = 2400 
فإن 70° = 080 + 0068 . إذن» 
BOC = 180° - 70° = 110°.‏ 


(55) [2004 رماوه۳] الشكل المرفق يبين أربعة مثلثات متساوية الساقين متطابقة 
58 2810 2011 2217 حيث 4ء 8ء €» 2ء. £ على 
استقامة واحدة. أنشأنا مثلثاً جديداً أطوال أضلاعه تساوي الأطوال 4 » 
AY‏ 47 . إذاكان 4۳ = 47 فما أكبر قيمة صحيحة للعدد :ه التي 
تحعل مساحة المثلث المنشأ أصغر من 2004 ؟ 




















المثلثات 1 


4 2 ير‎ 2-0 2 DFE 

(أً) 16 (ب) 18 (ج) 20 (د) 22 
الحل: الإحابة هي (د): 
2 1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 





سنجد أولاً أطوال أضلاع المثلث الحديد بدلالة . ارسم الأعمدة ۶×» 210 
2۸ . ما أن كلاً من المثلئات متساوي الساقين فنرى أن 


QD = DR = RE 2‏ = 00 = مم = BP‏ . الآن ۸A4R7‏ قائم 


الزاوية في ۸ وفيه »4 = 48 = 42 . إذن» استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس نحد أن 


در 15 


4 


(RZ) = (A2) - (AR) = (44) | 


ولذا فإن مربع طول ارتفاع كل من المثلغات الأربعة د الآن» 





























لفل الهندسة «الجزء الأول) 


موك = J10‏ مړ کل ړ هړ کد #©) + AY = (4Q)‏ 


وول = توول. = نو 2 ۲ و AX (AP) + (PX)?‏ 


إذن» أطوال أضلاع المثلث الحديد هي وولى “A10:‏ :م4 . وا أن 
(6z) 8 (10z) = (4z)‏ 
فيكون المثلث قائم الزاوية وطول وتره يساوي 4 . إذن» مساحته تساوي 
15ل = 360 = )»10 ( (6e)‏ 
ولكي تكون المساحة أصغر من 2004 نرى أن 2004 > 2ه0/15. أي أن 
7 >< %. 


إذن» أكبر قيمة صحيحة للعدد نه هي 22. 


(15) ما قيمة الزاوية : في الشكل المرفق ؟ 





() 25° (ب) 30° (ج) 35° )د( 40° 
الحل: الإحابة هي (ج): 70° = 280 بالتبادل» 110 = 084 لأن 584 
مستقيمة. 804 = 584 = به بالتقابل بالرأس والتناظر. نه = 8۸40 لأن 


4 متساوي الساقين. إذن» 









































المطقات 1۷ 


0 = 110+ ده (زوايا المثلث) 
0 = 2 
355 


]M40 2010[ )17(‏ رسمنا ارتفاعاً طوله 20/3 إلى وتر مثلث قائم الزاوية. إذا كان 
طول إحدى قطعتي الوتر يساوي 2 فما حيط المثفلث ؟ 





¢ (2/3 + ة)2 (ب) [2)6+0/3 
رج (قل+ة)4 () [8ل+ة)6 
الحل: الإحابة هي (ج): 
A‏ 
1 2 
D5 2 6‏ 2 8 


4 = 16 = 2+ [(2/3 )| = و 
+ 16 = م + تن = 27+ 4( 
2 + 16 = 4 + ريك + ثبع 
ولكن, تن + 12 = تج + )3( = ع . إذن» 
2ن + 12 + 16 = 4 + 42 + تن 


Ar = 4 
2-6 


وهذا يكون» 4۸/3 = 48/. = 36 + 12/ = ع . ولذا فإن محيط المثلث: 

















13 الهندسة «الجزء الأول) 


3ه +4 اق ع و +ن + (9 + ه) دام 
83 + 19 - 
(3/ + 43 = 


]SME 1956[ )1۷(‏ إذا أبقينا قياس زاوية في مثلث كما هو ولكننا ضاعفنا 
الضلعين المحصورة بينهما فإن مساحة المثلث الجديد تساوي: 
(أ) ضعف مساحة المثلث الأصلي 
(ب) ثلاثة أمثال مساحة المثلث الأصلي 
١ج(‏ أربعة أمثال مساحة المثلث الأصلي 
(د) ستة أمثال مساحة المثغلث الأصلي 
الحل: الإحابة هي (ج): المثلثان متشابمان. ولذا فإن 
5 00 _- مساحة المثلث الجديد 


1 مساحة المثلث الأصلي 


(1۸) في الشكل المرفق» ۸480 متساوي الساقين» ۸٥‏ = 48» 40° = 4 . 
B۶‏ منصف للزاوية 486» 04 منصف للزاوية 408 . ما قياس الزاوية 
APB‏ ¢ 


A 
14 


&. 


(ً) 100° ويم 1059 (ج) 110° (د) 115° 




















اللات 11 


الحل: الإحابة هي (ب): لنفرض أن » = 48۲ . عندئذ» 

ABP = QBP = 008 = QOP = x 
إذن» 180° = 2 + :2 + 40 (مجموع زوايا 480م). من ذلك نرى أن‎ 
الآنء 180° = 8ص + 35° + 40 (جموع زوايا 8 ۸4). إذنء‎ . = 62 


. APB = 105° 


(59) في الشكل المرفق» 30 = 48« 2 = .QR || 4C .QR =10 «PQ‏ ما 
طول 80 لأقرب عدد صحيح ؟ 


B 


40 (ب) 5 (ج) 6 2 7 
الحل: الإحابة هي (ج): با أن 40 || ۸© فإن 840 = 028 بالتبادل. ولذا 
فإن 20م به 480 ه (44 ). إذن» 


50 20 روي 
‘AB RP‏ 


PR = (QP) + (QR) = 4ل‎ +100 = 4 
وو‎ = 9x48 _ 2<0 
RP 104 

وهذا بحد أن 6 = 80 (لأقرب عدد صحيح). 


إذن» 5.88 


)7١(‏ في الشكل المرفق» ۸4٥08‏ قائم الزاوية عند 0 ۴8 = #مء 






































11 الهندسة «الجزء الأول) 


DE = EB «BC = 6‏ = 02 . ما قياس الزاوية 7720 ؟ 
4 


7 
1 
0 
0 
1 
B 22 X* 86‏ 
)¢ 115° زم 125° (ج) 135° (د) 150° 
الحل: الإحابة هي (ج): ارسم ×۶ عمودياً على 80 . الآن» 
.(AA) AFXB ~ 78‏ 


BX FX 1.. BF 1.‏ 
ما أن = = فان = پچ . لتفرض أن هك 0 غنكدتد 
ج وم فإن و = = ج . لتفرض 

3a 1 


“BO = 30 «FX = <a‏ ; ×8 . من ذلك نرى أن: 
BX = BX - BE - aa =‏ 
XD = BD - BX = 5 = FX‏ 


إذن» ×۴ متوسط في 210177 وطوله يساوي ED‏ إذن» 90° = EFD‏ . وا 


ADEF وهذا يكون‎ .FD = FE ili (SAS) AFXD = AFXE أن‎ 


متساوي الساقين. إذن» 45° = 1721 ويكون 135° = 45° - 180° = FDO‏ . 


]AHSME 1966] )7١(‏ ¢ الشكل لمرفق» 1/8 = .MD || 20 ›»۸4M‏ ما 


ف P21‏ ۽ 
[ABC]‏ ` 























اللات فين 


1 1 1 1 

0 ب) 2 

0 2 97 @ 4 0 م 

الحل: الإحابة هي (أ): بما أن 20 || 12 فإن [12۲] = [120] (بعد رسم 
المستقيم 014). الآن» 

[BPD] = [BMD] + [MDP] = [BMD] + [MDC] = [BMC] = [480] 


لأن 014 متوسط. إذن» 1 „ED‏ 
[ABC] 2‏ 
]AHSME 1966] )۷۲(‏ في المثلث ۸48٥‏ المرفق» 414 و 077 متوسطان 
يتقاطعان في النقطة 0. 20 = ط4مء Q‏ نقطة تقاطع 117 مع 077. 
إذاكان « = [0140] فإن [480] تساوي: 


6 


ب 
لكر 


16n )(‏ (ب) «18 (ج) م21 (د) 24n‏ 
الحل: الإحابة هي (د): قاعدة المثلث 501410 تساوي 











1۲ الهندسة «الجزء الأول) 


2 1 1 
0 00-0 017-07 CN 
0 0 3 2 6 


لنفرض أن ۸ هو ارتفاع ©5011 من ]1 إلى ©00. عندئذ» 2۸ هو ارتفاع 
8 من 8 . الآن: 


1 1 
OMQ] = =OQ xh = —CN xh = 
[OMQ] = 0Q xh = Û CN xh = n 


[ABO] = 2ONB] = or × 3 - 2017 xh = 24n 


]AHSME 1967] )7(‏ في المثلث القائم ۰۸۸480 طول الوتر 5 = 48 وطول 
3 = 40. ,44 منصف الزاوية ۸ . أنشئ مثلث قائم آخر ۶Q۸‏ حيث 
طول وتره 48 = ۶Q‏ وطول الضلع 4,0 = ۶۸ . إذا کان 22 هو 
منصف الزاوية 72 فما طول 22 ؟ 
۾ 35 ابي 33 8 ى 35 

j 4‏ @ 2 2 
الحل: الإحابة هي ): 


B 
5 0 

4 
5 
4 3 06 P R 


استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس نحد أن 4 = 9 - 8٥ = ١/25‏ . ومن مبرهنة منصف 


الزاوية نحد أن 























اللات 1 





= = PR و‎ AB =3 = PQ إذن»‎ 


ومن مبرهنة فيشاغورس بحد أن 2 = ۷4 = 2 - ل = 180. 


ARE ê PÛR إن الى 20ے ©“ لك إن‎ 
PQ PR QR 1 


AA 2‏ 
ا قان کے کے کے ول 
و 1 PP‏ ولكن 


A4 = (40) + (C4) = + = 2 
35 


وو ۹ کک وک رس 
4 2 


2411 = 18 متساوي الأضلاع»‎ ۸48٥ »قفرuلل قي الشكل‎ )۷٤( 


KS = SN = 8‏ = ج201 PM‏ = 08 . ما قياس الزاوية NM‏ 8 ؟ 





A M B 
90° (ب) 75° (ج) 80° (د)‎ 70° ( 




















1 الهندسة (الجزء الأول) 


BS 1 BM 
AMSB مم‎ AA ور‎ gþ الحل: الإحابة و ونا أن للق الى _قنك‎ 
°“ BC 2 BA لجل الإحاية هي رز‎ 


(845). إذن» ۸1158 متساوي الأضلاع. وا أن 1177 متوسط لمثلث متساوي 


الأضلاع فإنه ارتفاع أيضاً. إذن» 90° = 20114 . 








1o المثلثات‎ 


)١(‏ في الشكل المرفق» ۸82 و 48٥0‏ مستقيمان. 


ECD = y «EAB - «AB = BE = EO = ED‏ ما قيمة به 


؟y بدلالة‎ 
D 
E 
2 
A4 و‎ 0 

2y )(‏ - 60 دع (ب) 3y‏ - 60 دن 

3 2 
= 60 -- = 60-- 5 
2 00 u فو‎ @ 


«BRC =19° «BQ = 07 «<80 || QF في الشكل لفق‎ 0 


2° = 880 . ما قيمة © ؟ 
4 
8 





) 20 (ب) 23 (ج) 33 (د) 43 

















1۴ 


ده 


25 


06 


(»D 


الهندسة (الجزء الأول) 
في الشكل المرفق» 80 || 7× 8= ۷+×»› 12= 80 . ما النسبة بين 
مساحة ۸4×۲۷ إلى مساحة المثلث ۸۸480٥‏ ؟ 


A 
ST 
B 23 0 
3:7 6( 3:5 (ب) 4:7 (ج)‎ 4:9 


في الشكل المرفق» 4078 = 22482 5= 48› 8= 40 . ما قيمة 


سق 
DC‏ 8 
ی 
A 5 B‏ 
املك رب 22 رج 25 رم 2 
39 39-7 € 39 39 


M٥8 2009[‏ ۸] زاويتان في مثلث متساوي الساقين هما به و ©70. ما 
مجموع القيم الممكنة للمقدار ۾ ؟ 
() 95 (ب) 125 (ج) 140 (د) 165 


]AM €8 2007[‏ طول قاعدة مثلث متساوي الساقين يساوي 24 ومساحته 
تساوي 60. ما طول أحد الساقين المتساويين ؟ 


)5 (ب) 8 (ج) 13 (د) 18 











00 


0 


إن 


المثلثات ۷ 
[2005 42108] غادر أحمد بيته متجهاً إلى الحنوب وقطع مسافة 3 كلم ثم 
توجه شرقاً وقطع مسافة كلم وبعد ذلك اتحه إلى الحنوب مرة أحرى وقطع 
منسنافة د كلم ليصل إلى المدرسة. ما المسافة (المستقيمة) بين بيت أحمد 


والمدرسة ؟ 
5 5 1 
() 1 كلم (ب0 7 كلم (ج) + كلم (د) 2 كلم 


[2005 31©8ه] ما طول 40 في الشكل المرفق ؟ 


ذم 


أ( 10 (ب) 15 (ج) 17 (د) 19 


]AM ٣8 2002[‏ في الشكل المرفق» مساحة المخلث ۸×۲7 تساوي 8 
والنقطتان 4 و 8 هما منتصفا ۷× و 7× على التوالي» 7× = ۷×. 
0 ارتفاع ينصف القاعدة ۲7. ما مساحة الجزء المظلل ؟ 











1۴۸ الهندسة (الجزء الأول) 


3 5 
0 (ب) 2 و () 3 


. ACT = ATC «CAT = 36° «۸047 في المثلث‎ [AMC8 2000] (1°) 


8 منصف للزاوية 416 . ما قياس 6۸7 ؟ 
4 


R 


/ 


0 T 
108° أ 36° (ب) 54° (ج) 72° (د)‎ 


]AM ٥8 1999[ )١١(‏ في الشكل المرفق» أعطيت قياسات الزوايا الموضحة. ما 


قياس الزاوية 2 ؟ 





() 20 (ب) 30 (ج) 35 (د) 40 








اللات ۱۴4 


]AMC8 1995[ )۱۲(‏ في الشكل المرفق» 50° = 224/80 42 و 02 منصفان 
للزاويتين 8460 و 408 على التوالي. ما قياس الزاوية 2720 ؟ 
8 


0 


کک 


¢ 90° (ب) 100° (ج) 115° () 125° 


]AMC12۸ 2004[ )۱۳(‏ الثلثان ۸480 و ۸488 يشتركان في الضلع ۸8› 
فيهما 90° = .AE=8 «BC =6 «AB =4 «ABC = EAB‏ 
2 نقطة تقاطع 40 مع 85 . ما الفرق بين مساحتي المثلثين ۸42# و 
ABDC‏ ؟ 
2 (ب) 4 (ج) 5 () 8 


.AB =2 و‎ 40 = BC =7 المثلث 4480 فيه‎ [AMC10B 2005] )١5( 

لنفرض أن ( نقطة على المستقيم 48 بحيث تقع 8 بين 4 و 12 
ولنفرض أن 8 = 02. ما طول 872 ؟ 

30 (ب) 20/3 (ج) 4 (د) 42 


)١5(‏ [2006 4210108] قسمنا مثلثاً إلى ثلاثة مثلثات وشكل رباعي كما هو 
مبين في الشكل أدناه. إذا كانت مساحات المثلثات هى 3» 7» 7 كما هو 














15 الهندسة «الجزء الأول) 


ميق فما عسالحة النطقة الظللة ۶ 
6 


E 


D‏ کے 
53 ۰ 
8 
35 
() 15 (ب) 17 © > «) 18 
)١١(‏ ما عدد المثلثات القائمة غير المتطابقة التي أطوال أضلاعها أعداداً صحيحة 
موجبة متتالية ؟ 
1 (ب) 2 (ج) 3 (@ 4 
(۱۷) في المثلث ۸480 المبين أدناه» ×4 و 8۲ منصفان للزاويتين 4 و 8 
على التوالي ويتقاطعان في النقطة 1 . إذا كان 5 ے کل وكان 6= COX‏ 


فما طول 40 ؟ 
0 


6 (ب) 8 (ج) 10 (۵) 12 








المثلثات 151 


(1) في الشكل لمرفق» CD‏ || 48 و .EF = 4 «AB =6 «CD || EF‏ ما 


طول 07 ؟ 
A‏ 





م 12 11 9 
أ ب 2 ج 
00 2 2 5 


]M۸0 1990[ )15(‏ في لمثلث القائم الزاوية ۸48€« 66 = «AB‏ 
7 = 80 . إذا كان 46 أكبر من 50 وكان يساوي ,نه فما قيمة 
ودج ؟ 
) 85 (ب) 90 (ج) 96 (د) 102 


]M40 1992[ )٠١(‏ في الشكل المرفق» 90° = 224072 4ء 8» © على 
استقامة واحدة» 30° = 2 45° = 280 . إذا كان 3-3 = 8 


فما مساحة المثلث ٥(‏ ۸8 ؟ 
D‏ 


C B A 


1 3 5 
/ - ب 4 
0 و 2 و @ و )¢ 








15 الهندسة (الجزء الأول) 
)١١(‏ في الشكل المرفق» ۸ء 8» >»١‏ ( على استقامة واحدة» 87 || 4ء 
CD‏ = 48ء ۲ = 6. ما نسبة مساحة الشكل 4288 إلى مساحة 


الشكل 2180 ؟ 


ا 395 


E 


A BC D 
2 إلى 1 (ب) 2 إلى 3 (ج) 1 إلى 2 © 3 إلى‎ 1 


]Mandelbrot#2] (۲)‏ لمثلث ۸48€ قائم الزاوية» 90° = ©€» 42 و 
BE‏ متوسطان» 4 = 48 . ما قيمة (88) + 47(2) ؟ 
() 20 (ب) 25 (ج) 30 () 35 


]M and 10 1992[ )۲۳(‏ المثلث ۸408 متساوي الأضلاع» 011 متوسط. 
عينا نقطة N‏ على 820 بحيث يكون 1177 عمودياً على 80. ما هي 
النسبة 80 : BN‏ ؟ 
() 1:2 (بي 1:3 (ج) 1:4 (د) 2:3 


)۲٤(‏ في المثلث ۸48٥0‏ للمبين أدناه» 2 || 40 . ما قيمتا » و ن ؟ 
() 17.14 عدف 26.25 = ن (ب) 18 عدف 27 د دن 
(ج) 18.14 دقف 27.25 = ن «) 19 عدف 28 د دن 











اللات 1۳ 


)١5(‏ كم يزيد محيط المثلث ۸۸48٥0‏ عن محيط المثلث ۸28۴ ؟ 


D 
A 
10 
8 
9 ۵ 0 17 
و‎ 60 60 0 7 : 7 


)( 0 (ب) 2 (ج) 4 «) 6 


(۲۹) إذا کان طول ارتفاع مثلث يقل عن طول قاعدته بمقدار 5 بوصات وكانت 
مساحته تساوي 52 بوصة مربعة فما طول كل من ارتفاعه وقاعدته ؟ 
(أ) 8 = b=13 ›h‏ (ب) 9 = ۸» 14م 
(ج) 10عدفق ق1ادة 1 ديل 5-316 


(۲۷) إذا كان مجموع طولي ضلعي القائمة في مثلث قائم الزاوية يساوي 49 وكان 
طول الوتر 41 فما طولا ضلعي القائمة ؟ 











155 الهندسة (الجزء الأول) 


() 235 14 (ب) 36» 13 (ج) 11:38 (هم 9.40 


(۲۸) في الشكل المرفق» ما قيمة 87 + ۸2 ؟ 
كك كار 


21 
¢ 22 (ب) 25 (ج) 27 (د) 29 


(۲۹) [2010 راوه] في الشكل المرفق» إذا كان 24° = © فما قياس الزاوية § ؟ 
P‏ 


0 U 
T 
90+» (ب) 22 + 45 (ج) 90-2 هم‎ 45-2 )( 


)١(‏ [2008 رماره] في الشكل المرفق» ۶Q‏ منصف للزاوية © ويقطع ۸5 في 
النقطة . 20 = ۶۸ . ما قياس الزاوية 7780 ؟ 
5 














المثلثات .15 
() 90° (ب) 108° (ج) 112° ر 130° 


(١5؟)‏ 20071 yماay]‏ في الشكل المرفق» كل من ۸۸480 و ۸۶Q۸‏ متساوي 


الأضلاع. ما قياس الزاوية 02017 ؟ 
0 


حم 


65° 5 
B PF 


30° (ب) 35° (ج) 40° (@ 45° 


(۳۲) في الشكل المرفق» 401 مثلث» 42 || 87» ۴ نقطة تقاطع 817 و 
40 .كم عدد العبارات الصائبة من بين العبارات التالية ؟ 


AAFE مم‎ ADFB )١١ ABFA ~ ADFE (\) 
ABFC ~ ADCF ($) AACE ~ ABCD (Y) 
A 
B 
OC D E 
3 )( 2 (ب) 1 (ج)‎ 00 


]M40 2011[ )۳۳(‏ قياس الزاوية الصغرى غير القائمة (بالدرحات) في مثلث قائم 








15 الهندسة (الجزء الأول) 


الزاوية يساوي مجموع مربعي جذري المعادلة 0 = 5 + نه7 - ”ه. ما قياس 
الزاوية غير القائمة الكبرى ؟ 
أ 39° (ب) 41° (ج) 45° (د) 51° 


«BC =4N2 <AC=4 <AABC في‎ [MAO 2011] (TS) 
إذا كانت زوايا المثلث مقاسة بالدرحات فما قيمة‎ . 48 = 20/2 + 6 

x B‏ )6 ت 4( ؟ 
() 4500 (ب) 6075 (ج) 7200 (د) 8000 


]AM۴٤ 1951[ )"5(‏ واحدة فقط من الصفات التالية للمثلث غير كافية 
لتحديد نوعه: 
(أ) النسبة بين ضلعين من أضلاعه والزاوية احصورة بينهما. 
(ب) النسبة بين ارتفاعاته. 
(ج) النسبة بين متوسطاته. 
(د) النسبة بين ارتفاعه والقاعدة المقابلة لهذا الارتفاع. 


(7؟) [1951 ]AHSME‏ 480ه قائم الزاوية في 2» 472 و 07 متوسطان 


طولاهما 40/: و 5 على التوالي. ما طول وتر ۸480 ؟ 
A‏ 








اللات 1۷ 


¢ 10 (ب) 2/40 (ج) 13ل () 2/13 
ج 


«AD = 82 »€ = 90° الشكل المرفق»‎ ¢ ]AHSME 1952] (۷) 


AB‏ ل AB = 20 DE‏ ما مساحة الشكل 472170 ؟ 


C 
E 


A D B 


1 1 
() 75 (ب) 587 (ج) 48 () 312 


]AHSM٤ 1953[ )۳۸(‏ طول قاعدة مثلث يساوي 15. رسمنا المستقيمين 8( و 
۴6 موازيان للقاعدة 8٥‏ ويقسمان المثلث إلى ثلاث مساحات متساوية. 


ما طول ۴Q‏ ؟ 
A4‏ 


10 E 
FE 6 
B C 


(أ) 56 (ب) 10 (ج) 4۷3 () 7.5 


]1SM٤ 1954[ )۳۹(‏ في المثلث القائم المرفق» 4 + 7 = 1/4 + . عندئذ 


نه يساوي: 











15 الهندسة (الجزء الأول) 





M 
32 
8 
h 
C 7 A 
d۸ ا ب)‎ 
ر‎ h+d 7 
vh? + d - 5 )د(‎ n+ (ج) 120ل‎ 


[ASME 1954[ )50(‏ ف الشكل المرفق» 2:5 ينصف الزاوية ۸ و 90° = ع 
0D‏ على استقامة واحدة. ما العبارة الصائبة من بين العبارات التالية ؟ 





© (4+ )2= ^ (ب) (4+ )2= ” 


^ عبر 1 55 1 ^ 
(ج( (9 + ماد - 8 ١‏ 1 3 


)5١١‏ [2004 yماyه٣]‏ طول كل من البرحین 48 و 01 يساوي 18م و 30م 
على التوالي والمسافة بين القاعدتين تساوي 16م. ربطنا حبلين من 4 إلى ٥‏ 


ومن 8 إلى © كما هو مبين في الشكل المرفق. ما مجموع طولي الحبلين على 
فرض اما مشدودان ؟ 








30 


() 54 (ب) 64 (ج) 44 () 48 


(47) في الشكل المرفق 48٥‏ يمثل طريقاً لممارسة رياضة المشي. قطع أحمد المسافة 
من 4 إلى 8 إلى . وقطع سعود المسافة من 4 إلى 0 إلى . إذا 
كانت المسافة التي قطعها أحمد تساوي المسافة التي قطعها سعود فما طول 
المسافة من 7 إلى 8 ؟ 

0 


319م 


4 ^30 B 


() 115.5م (ب) 220م (ج) 315م (د) 321.5م 


›»۸8 = 40 متساوي الساقين فيه‎ ۸۸48٥0 في الشكل لمرفق‎ )٤۳( 
على التوالي»‎ AC و‎ AB و ر منتصفاا‎ D 46 ل‎ 0 
ما النسبة بين مساحة الجزء المظلل ومساحة المثلث 8478607 ؟‎ . 4 = 2706 
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B G C 
7 3 008 0 
چ 2 و‎ @ 12 8 


]M40 2010[ )٤٤(‏ مجموع قياسي زاويتي القاعدة لمثلث متساوي الساقين يساوي 
أربعة أمثال قياس زاوية الرأس. ما قياس إحدى زاويتي القاعدة ؟ 


(أ) 30° (ب) 36° (ج) 72° (د) 80° 


]M40 2010[ )45(‏ في الشكل المرفق» 02 || 88 . ما حيط المثلث ۸407 ؟ 





TE 


() 33 (ب) 34 (ج) 35 «) 43 


]AHSME 1956] )٤٦(‏ في الشكل المرفق ۸4€ = 8لمء 472 = 4# . ما قيمة 


الزاوية » ؟ 
A‏ 


307 

















المثلثات 101 
15° (ب) 20° (ج) 22° (د) 25° 


]HSME 1956[ )٤۷(‏ مثلث متساوي الأضلاع طول ارتفاعه يساوي 6/. ما 
مساحته ؟ 


¢ 3 (ب) 3/3 (ج) 6۷/2 (@ 12 


(0؛) [2011 ]Euclid‏ ب الشكل الuرفق›‏ 3486 = 28۸0« 





8 = 16/16 . عندئذ: 








2 2 
5ه الل د قن س دل 
2 )2( 1 8 


ا 
a b‏ 

]AMC108 2005[ ):9(‏ ۸486 متساوي الأضلاع طول كل من أضلاعه 
يساوي 2. 11 منتصف 40 و 0 منتصف (8. ما مساحة المثلث 


1 ؟ 
A‏ 
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2 


3 3 
2ل‎ )( o ٣ وب‎ 0 


(50) [2010 1i4اEuc]‏ ما طول 4٨#‏ في الشكل المبين أدناه ؟ 





10° (ب) 20° (ج) 30° (د) 35° 


تس 


(9ه) في الشكل لمرفق» 120° = BD . ABC = 40° «BCA‏ منصف «48C‏ 
AB‏ ل .0D = 10 ›CE‏ ما طول @5 ؟ 
5 (ب) 7 (ج) 10 () 12 








10 المثلثات‎ 
E 


(57) [1992 ©621وناك] في الشكل المرفق» مساحة 2205 تساوي مساحة 
17 20517 مستقيم . ما العبارة الصحيحة من بين العبارات التالية ؟ 


Q5 = 85 (ب)‎ PS 1 QR () 
QPR = 90° () PQ = PR (ج)‎ 
م‎ 
م0‎ 5 7 


(4ه) ]1997 ©11أوسم] APQR d‏ لفق «QR=3 «<PQ=2‏ 
4 = ۸۶ . 21 و 01 منصفان للزاويتين 2 و © على التوالي. ما قيمة 


]20017[ 


ا 2 2 
12 7 و 2 2-0 
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]Aust.C8 1992[ )55(‏ راية كبيرة على شكل ۸480 متساوي الأضلاع كما 
هو مبين في الشكل ومثبتة من الرأسين العلويين بعمودين رأسيين 3 = 47 
و 4 = 88 والرأس الثالث للراية مثبت على الأرض. إذا كان طول ضلع 
الراية : حيث 4 و ا أوليان نسبياً فإن 5 + ۾ يساوي: 


B 
A 


D 0 E 
55 (ب) 52 (ج) 53 (د)‎ 51 0 


]A. 8# 1993[ )07(‏ يمتلك رجل قطعة أرض مثلثة الشكل مساحتها 26000 
متراً مربعاً. أراد توزيعها بين أولاده الأربعة: أحمد» بدر» جمال» سلطان بحيث 
يحصل كل منهم على قطعة مثلثة الشكل. في الشكل المرفق» ۸480 يمثل 
قطعة الأرض الكبيرة» × و لآ منتصفا 280 و 40 على التوالي. اختار 
الرحل النقطة 2 على 48 بحيث تكون [121] تساوي 9000 متراً مربعاً 
ومنحها لإبنه الأكبر أحمد. أما بقية الأولاد فحصصهم مبينة على الشكل. ما 
مساحة قطعة الإبن الأصغر سلطان ؟ 


3 8 











المثلثات 100 
0 4000 (ب) 6500 (ج) 7500 (د) 9000 
)٥۷(‏ [2002 t.CHیAu]‏ نقول إن 4800م هو مثلث جيد إذا وحد مثلث آخر 


DE۴‏ يشاهه ولا يطابقه وفيه 72/7 = 48 و 27 = 40 » على سبيل 
المثال» ۸48٥‏ المبين في الشكل هو مثلث جيد لأن المثلث ۸0٤۴‏ يحقق 


الشروط. 
4 
A‏ 
27 18 
18 12 
E B 8 C‏ 15 )9 
إذا كانت أطوال أضلاع مثلث جيد هي f‏ > © > 4 فإن 
f =e+d (û‏ رب لخكدء 
(ج( e = df‏ هم + م در 


(8ه) [1998 ]Aust. M٣‏ إذا أردنا إنشاء 2207 أطوال أضلاعه أعداد صحيحة 
حيث 37 = 20 و "= ۸@» 7 عدد صحيح أصغر من 37 فما 
القيم الممكنة لطول ۲۸ ؟ 
أ( 2- 2m‏ (ب) 27-1 )ج( 2m‏ )د( 1+ 2m‏ 
PF BR QU A 2‏ .. 
A .M 1 ۹‏ الث المرفق» حيثت 
]Aut. MC 1995[ )59(‏ في الشكل المرفق سحو a‏ ب بخ 


+ علد بناوجب [وم]ك > .[STU]‏ ما أضغر قيمة للعذد. م ؟ 




















101 الغندسة «الجزء الأول) 
7 (ب) 8 (ج) 9 «) 10 


P 


U 
0 5 BR 
۷ 220 ©21.إوناك] في الشكل المرفق» × منتصف الضلع‎ 1999[ )10( 
منتصف الضلع ۶۸» 7 منتصف الضلع ×۶ . 21 = [1/20]. ما قيمة‎ 
المساحة [200170] ؟‎ 
63 )« 56 (أ) 42 (ب) 49 (ج)‎ 
R 


P 
2 26 0 


۴erm 2012[ )11(‏ ] في الشكل المرفق» 201777 و ۸870۸ متساويا الأضلاع. 
كل من الثلثات 20172 و 28171 و 2775 متساوي الساقين حيث 
PU = QU = SU = TU‏ و 75 = P۲‏ = 2©. قياس الزاوية 
UST‏ يساوي : 











المثلثات 10۷ 
() 50° (ب) 54° (ج) 60° () 70° 


2 4 
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إجابات المسائل غير المحلولة 





(۱) ج )ج )٤( ٣m‏ د () د 

(5) ج (۷) ب () ج )٩(‏ د )۱١(‏ ج 
(١0)ب‏ 09 چ 2 09 )د 
0 00 ج GD‏ (019) ج (۲۰) ب 
انق ا )ج 9 فق 

a‏ (۷) د )د (59) ج و ت 
1" ج )ج مض 9 (۳) د 
5 (۳۷) ب ۳۵ أ (۳۹ )ا (4:9)ب 
)ا )٤۲(‏ ب (45) ج (45) ج )٤٥(‏ ج 
e‏ )أ (6) )٤۹(‏ ج (۰) ب 
,ما (۲) ج (05) ب )٤(‏ ب )٥٥(‏ د 
0 (۷) ج (۸) ب (۹) د (50) ج 


( ا 








الفصل الثالى 


المضلعات 

Polygons 

لتكن ,1,٠٠٠,ر4,,1[»‏ « من النقاط في مستوى حيث 3 < «. نقول إن اتحاد 
القطع المستقيمة ,1/],_11 ل٠٠٠‏ لا و114 لا ,14,21 حيث أي ثلاث نقاط 
مفو نيه ويد ,1 = ,1 مضلع. تسمى كل من 
النقاط رأساً وكل من القطع المستقيمة ضلعاً. زوايا المضلع هي الزوايا التي تنشأ عن 
تقاطع أضلاع متجاورة. أقطار المضلع هي القطع المستقيمة بين أي رأسين غير 
متجاورين. يكون المضلع محدباً («0008ح) إذا قسم أي من أضلاعه المستوى إلى 
نصفين بحيث يقع المضلع تماماً في أحد نصفي المستوى. أي أن» أي قطعة مستقيمة 
تصل بين أي نقطتين داخليتين للمضلع تكون محتواة في المضلع. إذا لم يكن المضلع 


محدباً فإنه يسمى مقعراً .(concave)‏ 


40 O 


مضلع محدب 
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المثلث هو مضلع مكون من ثلاثة أضلاع والرباعي هو مضلع مكون من أربعة 
أضلاع والخماسي هو مضلع مكون من خمسة أضلاع والسداسي هو مضلع مكون 
من ستة أضلاع وهكذا. 


مبرهنة )١(‏ [مجموع الزوايا الداخلية للمضلع]: مجموع الزوايا الداخلية لمضلع عدد 
أضلاعه " يساوي 180°× (2 - «). 


البرهان: احتر أي رأس من رؤوس المضلع وارسم جميع أقطاره من هذه النقطة. 


إن ذلك يقسم المضلع إلى 2 من المثلثات. ويحذا فإن مجموع زوايا المضلع 
الداخلية هو مجموع زوايا هذه المثلثات وهذا بدوره يساوي *2(<180 -0). لأ 


مبرهنة (؟) [مجموع الزوايا الخارجية للمضلع]: مجموع الزوايا الخارجية لمضلع 
عدد أضلاعه , يساوي 360° . 

البرهان: عند كل رأس من رؤوس المضلع مجموع الزاويتين الداخلية والخارحية يساوي 
° ا(لأنما زاوية مستقيمة). لنفرض الآن أن 4 هو مجموع الزوايا الخارجية وعددها 
” وأن 8 هو مجموع الزوايا الداحلية وعددها 72 أيضاً. إذنء 
“180 م = 8 + 4 . ولكن 180°× (2 - 2) = 8 . وبحذا يكون 


A+ (n — 2( x180° = 2180“ 
ÛU A = 2 × 180° = 360° 








ا مضلا ت اميل 
المضلعات المنتظمة [Regular Polygons]‏ 
المضلع المنتظم هو مضلع محدب جميع أضلاعه متطابقة وقياس جميع زواياه متساو. 
ولذاء إذا كان عدد أضلاع (زوايا) المضلع المنتظم هو ” فإن قياس كل من زواياه 
الداعلية يساوي *40-2(6180, 
الرباعيات [Quadrilaterals]‏ 
الرباعي هو مضلع مكون من أربعة رؤوس. أي أن الرباعي 8D‏ هو اتحاد القطع 
المستقيمة 24 لا 01 لا 80 لا 48 حيث أي ثلاث نقاط يحب أن لا تكون 
على استقامة واحدة وحيث ¢ = 017 0 48 و م = 024 80. 

5 


B 
لاحظ أن كلاً من الأشكال التالية ليس رباعياً:‎ 


7 7 A4 8ه‎ 0 


ملحوظة: من المبرهنة )١(‏ بحد أن مجموع زوايا الرباعي يساوي 360° . 
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متوازيات الأضلاع [Parallelograms]‏ 
متوازي الأضلاع هو رباعي محدب فيه كل ضلعين متقابلين متوازيان. أي أن 
4801 متوازي أضلاع إذا وفقط إذا کان 20 || 48 و 20 || 472 . 


D C 


A B 


مبرهنة (۳): كل ضلعين متقابلين في متوازي أضلاع متطابقان. 
البرهان: ليكن 4802 متوازي أضلاع. ارسم القطر 82 . 


D 0 


A B 

الآن» ۸028 = ۸482 (۸۸8). ومن التطابق نحد أن 

AD = BC‏ وأن .AB = DC‏ نآ 
مبرهنة :)٤(‏ إذا تطابق كل ضلعين متقابلين في رباعي محدب فإن الرباعي متوازي 
أضلاع. 

البرهان: لنفرض أن (4801 رباعي محدب فيه 20 = 48 و 80 = 42 . 


D C 


A B 


عندئذ» 8028 = ۸48(2 ومن ثم 087 = 2428. وما اما زاويتان 











المضلعات 117 
تبادليتان داحلياً فإن BO‏ | 2ل . وبالمثل» ABD CDB‏ ومن ثم فإن 
.AB || DC‏ لا 
مبرهنة (8): إذا توازى وتطابق ضلعان متقابلان في رباعي محدب فإن الرباعي متوازي 
أضلاع. 
البوهان: لنفرض أن 4802 رباعي محدب فيه 20 = 48 و 20 || 48. 


D C 


4 8 

عندئذ» 8018 = 4481 . ومن ذلك يكون 80 = 41 فترى أن ۸4802 
متوازي أضلاع من مبرهنة U .)٤(‏ 
مبرهنة (5): في متوازي الأضلاع» كل زاويتين متقابلتين متساويتان وكل زاويتين 
متتاليتين متكاملتان. 

البرهان: نفرض أن 4802 متوازي أضلاع. 


D ¢ 


A4 B 
بما أن کل ضلعين متقابلين متوازيان فإننا نحد أن كل زاويتين متتاليتين متكاملتان. ومن‎ 
AADC = 2084 وبالمثل من‎ . 248 = DCB خد أن‎ ABD = 8 


کے کے 


جد أن ۸480 = 420 . لا 
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مبرهنة (۷): إذا تساوت كل زاويتين متقابلتين في رباعي محدب فان الرباعي متوازي 
أضلاع. 

البرهان: نفرض أن 48072 رباعي محدب حيث © -4 و 2 - 8. با أن 
7 = 2 + 0 + 8 + لم فإن 3600 = (2)4+8. أي أن 
7 - 8 + 4. وبامثل» 180° = 7 +4. إذنء 806 |42 و 
20 || 48 . وهذا فإن 4802 متوازي أضلاع. 0 


ملحوظة: لاحظ أن معرفة قياس زاوية واحدة فقط من زوايا متوازني أضلاع يؤدي إلى 
معرفة قياس بقية الزوايا. 


مبرهنة (۸): نقطة تقاطع قطري متوازي أضلاع تنصف القطرين. 
البرهان: نفرض أن 0 هي نقطة تقاطع قطري متوازي الأضلاع (4801 . 


سنبرهن أن 04-00 و 08-02. با أن 6270 - 2480 و 


DCO = 7‏ و 20 - 48م فإن 2408 = .A00D‏ وهذا فإن 
OC‏ = 04 و .OB = OD‏ لا 


ملحوظة: تسمى نقطة تلاقي قطري متوازي أضلاع» مركز متوازي الأضلاع. 


مبرهنة (9): إذا نصفت نقطة تلاقي قطري رباعي محدب القطرين فإن الرباعي 
متوازي أضلاع. 








المضلعات 11 


البرهان: لنفرض أن 0 نقطة تلاقي القطرين 40 و 872 في الرباعي الحدب 
ABD‏ حيث 00 = 0A4‏ و 30 08 عدكله 


ر 

A4 E OK B 

10 = ۸408 . ومن ذلك 010 = 480 و 048 = 5٥00‏ . أي أن 
20 || 48 وبالمثل 80 || 472 . وهذا فإن 4802 متوازي أضلاع. لا 


مساحة متوازي الأضلاع [Area of Parallelogram]‏ 
إذا كان 4802 متوازي أضلاع فإن العمود النازل من أحد رؤوسه إلى الضلع (أو 
امتداد الضلع) المقابل للرأس يسمى ارتفاع (810]006) متوازي الأضلاع. 


€ FD E C 


A B 


كل من 4۴ و 85 ارتفاع. في هذه الحالةء كل من 120 و 48 يسمى قاعدة. 


مبرهنة :)١١(‏ مساحة متوازي الأضلاع تساوي حاصل ضرب طول العمود وطول 
القاعدة النازل عليها. 

البرهان: نفرض أن 4807 متوازي أضلاع وأن 58 هو العمود النازل على 
القاعدة 20 كما هو مبين في الشكل المرسوم قبل نص المبرهنة. 

سنبرهن أن 120 × ۸ = [48010]. من الشکلء حد أن 241777 = 28170 . 
من ذلك نحد أن [4887] = [4802]. الآنء برسم القطر 8 نحد أن 
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ABF = 8‏ . ويهذا فإن [878] = .]4BF۴[‏ ولكن 
[ABF] = 3 xh x AB‏ 
[BFE] = xh x EF = È xh x AB‏ 


لأن 48B = EF‏ . إذن» 
[ABCD] = [ABEF] = [ABF] + [EFB] = h x AB.‏ 8 


مثال :)١(‏ في الشكل المرفق 4802 متوازي أضلاع مركزه 0» ۸11 و 02 
عموديان على 82» بينما 04 و 877 عموديان على 40. أثبت أن 
117720 متوازي أضلاع. 

0 0 


0 
B‏ لت اد 
الحل: 200 = ۸104 لأن كلاها قائم الزاوية و 800 = ۸104[ و 


00 = 04. من ذلك نحد أن 0۲ = 014. وبلمثل» 20827 = .۸00@Q‏ 
ومن ذلك نحد أن 037 = 00. إذن» 0 نقطة منتصف قطري الرباعي 1/2720 )2 
وهذا فهو متوازي أضلاع. 0 


مثال (۲) [1989 4351523113]: جد مساحة المنطقة المظللة 8200٥0‏ ف متوازي 
الأضلاع 4801 . 














المضلعات 11۷ 


[| 
A E 6 D 


الحل: بما أن 10 = 42 فإن 4 = 6 - 10 = 48 . ويكون 


© [BEDO] = [ABCD] - [ABE] = 8 x 10 ;x4x8 64. 


مثال (۳) [1995 :]AHSME٤‏ في الشكل المرفق ۸802 متوازي أضلاع» 
AB‏ ل DE‏ و BC‏ ل .DF‏ إذا كان 12= DE =6 «EB = 4 «DC‏ 


12 


F 


. D۸ فجد‎ 


2 0 


[| 
A E 4 8 


.]4802[ = AB x ED = DF x 80 - 126 = 72 الحل:‎ 
إذن» 72 = 80 × ”2 . الآن» ۸482 قائم الزاوية. إذن»‎ 
(AB) + (ED)? = (AD) 
(AD)? = 64 + 36 = 0 
72 2 


انق 16 ک8 کے من کلک کیو :وه ےک بج کے 7 
سا بن فلك کرد 10 BC‏ 9 


مثال (4) [2000 4ذاءن8]: في الشكل لمرفق» 4802 متوازي أضلاع. نقاط 
تقاطع منصفات الزوايا هي رؤوس الرباعي 2078. أثبت أن 
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.SPQ = PQR = QRS = RSP = 90° 
A N F B 


EM 0‏ 
الحل: با أن 27 و 88 منصفان للزاويتين 2420 و 684 وأن 
«iij .ADC = CBA‏ 5ه = «Jil . ADF = CDF = ABE = CBE‏ 
.DAM = BAM = DCN = BCN = y°‏ وعا أن CDF‏ و AFD‏ 
تبادليتان داخلیاً فإن °„ = 0217 = 72 . الآن» 180 = 2y‏ + 2. إذنء 
0 = و + . وهذا جد في ۸۶۸7۳ أن 90° = 4۶۴. ومن ثم تكون 
5Q = 90°‏ . وبطريقة مماثلة نجد أن 90° = .PQR = QRS = RSP‏ © 


مثال (©): حد 5# في المثال )٤(‏ إذا علمت أن 12= 48 و 8= 80. 

الحل: با أن 414 منصف للزاوية 2478 فإن سن - DAM = BAM‏ . 
عندئذء “ن = 5114 بالتبادل الداحلي. ويهذا فإن ۸401 متساوي الساقين. 
وبالمئل» يمكن إثبات أن 6087م متساوي الساقين. وبحذا فإن 
.A4DM = 0817‏ ايض 80 || 411 بالتبادل الداحلي ومن ثم 
.AP || NR‏ وباستخدام الثلثات المتساوية الساقين (أو المتطابقة) نحد أن 
4P = NR‏ . إذن» 457077 متوازي أضلاع. من ذلك نحد أن ۶۸ = .A۸۸‏ 
إذله 4ت 8 = 19 = ونرب هفرت AN‏ 0 












































المضلعات 15 
متوازيات أضلاع خاصة [Special Parallelograms]‏ 


المستطيل [»اعههاء16]: هو متوازي أضلاع إحدى زواياه (ومن ثم جميع زواياه) 
قائمة. أي أن 4801 مستطيل إذا وفقط إذاكان 20 || 48 و 80 || 42 و 


. A = 90* 
D 0 


ll 
وما أن المستطيل متوازي أضلاع فإنه يحقق جميع خواص متوازي الأضلاع. إضافة إلى‎ 
ذلك فهو يحقق الخاصية التالية:‎ 





مبرهنة :)١١(‏ يكون متوازي الأضلاع مستطيلاً إذا وفقط إذا كان قطراه متساويين. 

البرهان: لنفرض أن 4802 مستطيل. 
El‏ 
A B‏ 

ما أن 80 = AB = AB «AD‏ و 8 = A‏ فإن .ADAB = ACBA‏ ومن 


D 


ذلك بحد أن 82 = 40 . ولبرهان العكس» نفرض أن 48٥2‏ متوازي أضلاع 
فيه (81 = 40 . عندئذ» 80 = .BD = 40 AB = AB «AD‏ ومن 
ذلك يكون 2248 = 2084 . إذنء» 682 = 248 . وما أنمما متكاملتان 
فإن كلاً منهما قائمة ويهذا يكون ۸802 مستطيلاً. لا 


للمستطيل محورا تناظر ((/إ5اء«تدتتزة 2ه وع:ة) هما المنصفان العموديان لأضلاع 
المستطيل. 











1۷۰ الهندسة (الجزء الأول) 





بما أن ارتفاع المستطيل هو أحد أضلاعه فمساحة المستطيل هي حاصل ضرب 
ضلعين متعامدين من أضلاعه. عادة» يسمى الضلع الأطول بطول المستطيل والضلع 
الأقصر بعرض المستطيل. ولذا فإن مساحة المستطيل هي حاصل ضرب طوله في 
عرضه. 

المعيّن [وداطسرهط8]: المعيّن هو متوازي أضلاع فيه ضلعان متجاوران متساويان 
ومن ثم فإن جميع أضلاعه متساوية. أي أن 4802 معين إذا وفقط إذا كان 
AB || DC‏ و AD || BC‏ و AR SRR EM‏ 


A 
إضافة إلى حواص متوازي الأضلاع فإن المعيّن يحقق بعض الخواص الأخرى.‎ 
قطرا المعيّن متعامدان وينصفان زوايا المعيّن.‎ :)١7( مبرهنة‎ 
. 4801 البرهان: لنفرض أن 0 هي نقطة تقاطع قطري المعيّن‎ 











A 
.AB= 42 و‎ 04=0€C بما أن 0 منتصف القطرين فإن 07 = 08 و‎ 


من ذلك نحد أن ۸004 = ۸80۸4. إذن» 840 = 240. أي أن ۸0 
ينصف الزاوية 845 . إضافة إلى ذلك 504 = 80۸4 . وبما أنمما متكاماتان فإن 
قياس كل منهما يساوي 90°. أي أن 82 ل 40. لا 
مبرهنة :)١(‏ إذا تعامد قطرا متوازي أضلاع فإنه معين. 


البرهان: لنفرض أن ۸802 متوازي أضلاع فيه 82 ل ۸0 . 
3 








1۷۲ الهندسة «الجزء الأول) 

عندئذ» نقطة تقاطع القطرين 0 هي منتصف (8. من ذلك نحد أن 
4 = 80د لأن 0D‏ = 08 و 04 = 04 وها مثلثان قائما الزاوية. 
إذنء 42 = 48 وكهذا يكون 4807 معين. لا 


مبرهنة (4 :)١‏ إذا نصّف قطر متوازي أضلاع أحد زواياه فهو معين. 


البرهان: نفرض أن 48072 متوازي أضلاع فيه 2/46 = 8460 . 
0 


A 

بما أن 80 || 2472 فإن 804 = 540 . إذن» 804 = 840 . وهذا فإن 

2480 متساوي الساقين فيه 8٥‏ = 48 . وهذا جد أن 4807 معين. لأ 
للمعين حورا تناظر هما قطراه. 

مبرهنة )١١(‏ [مساحة المعين]: إذا كان 4807 معيناً فيه القطران 0 = 108 


.[ABCD] = 34 xd ويك = 40 فإن‎ 








المضلعات 10¥ 
البرهان: ا أن 2280م = 2480 فإن 


[ABCD] = [DBC] 2x2 x4 x [4| 2d, x da:‏ لا 


المربع [عنون50]: المربع هو مستطيل فيه ضلعان متجاوران متساويان. أي أن 
4802 مربع إذا وفقط إذا كان 20 || 48› 42 || 80ء *90 - ›A4‏ 
80 = 48. لاحظ أن جميع الأضلاع متساوية وأن جميع الزوايا قائمة. من 
السهل أن نرى أن المربع هو معين زواياه قائمة. وكحذا فهو يتمتع بجميع خصائص 
المعين. للمربع أربعة محاور تناظر هي المنصفان العموديان للأضلاع والقطران. ومن 
الواضح أيضاً أن مساحة المربع تساوي مربع طول ضلعه. 


مثال (5): في الشكل المرفق» 4802 رباعي محدب» 0 نقطة تقاطع القطرين» 
AO = BO = CO‏ و 90° = 4120 . 

(أ) جد قياس ABO‏ . 

(ب) هل 0 منتصف القطعة 27 ؟ 

(ج) هل (41801 مربع ؟ 
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الحل: 

() بما أن ۸408 و ۸800 متساويا الساقين فإن ".م = 08۸ = 048 وأن 
“ن = 080 = 068. لنفرض أيضاً أن ۾ = 00 = 08 = 04. الآن» في 
2480 لدينا 180° = 2y‏ + 2. إذنء 90° = ين + نه = ABO‏ . 

(ب) ما أن ۸400 قائم الزاوية وأن 02 ينصف 40 فإن ۾ = 072. وهذا 
فإن 0 منتصف القطعة 82 . 

(ج) نما سبق بحد أن 4802 رباعي مركزه ينصف قطريه ومن ثم فهو معين. وبما أن 
0° = 21120 فإنه مربع. 4 


مثال (۷): قي الشكل لمرفق» 48٥02‏ رباعي محدب» فيه ۸0 = 4۸8» 


. 4807 احسب قياس زوايا‎ . DAB = ABCD DAB = 90° 
D 0 


A B 

الحل: بما أن ۸802 = 5248 فإن ۸8٥02‏ قائم الزاوية ومتساوي الساقين. 
إذن» 4802 مربع ومن ثم جميع زواياه قائمة. 0 
مثال (۸): في الشكل المرفق» 4807 مربع» فيه 017 ل 315. أثبت أن 


.MP = 7 








3 
عق 
© 


0 


A M B 
1/15 نقطة على 472 بحيث يكون 20 ل‎ ١ الحل: حذ 5 نقطة على 20 و‎ 
.115 و ۴ نقطة تقاطع 077 و‎ NT و24 ل‎ 





PMS = 90° - QRM = 900 - SRN = 71170 و‎ MS = NT أن‎ | 
0 . 1P = 0177 وهذا فإن‎ . 27017 = ۸8۲M فإن‎ 


مثال (4) [1998 43115318]: الشكل المرفق هو قطعة ورق مربعة 20105 . 


طابقنا الزاوية ۶ على الزاوية ۸ والزاوية © على الزاوية |0© P۶‏ 
8. مساحة الشكل الناتج تساوي 9 سم'. جد حيط 

ا مربع 0 

الحل: الشكل الناتج هو مثلث قائم الزاوية متساوي | 5 


الساقين مساحته 9 سم". وما أن المربع يطابق أربعة مثلثات من هذا النوع فمساحته 




















لفل الهندسة «الجزء الأول) 


4 = 4×6 سم. 0 


مثال :]۸M ٤10۸ 2004[ )٠١(‏ في الشكل المرفق» ۸8٤02‏ مربع حيث 
BEF‏ متساوي الأضلاع و 27 = (8. ما نسبة مساحة 22777 إلى 


مساحة AABE‏ ؟ 
F‏ 


ا ار 
A B‏ 
الحل: لنفرض أن ۾ = 48 وأن به = ۴( = (5. باستخدام مبرهنة فیثاغورس 
نخد أن 7( -ج) + 2م = )EF( = )EB(‏ = و + . 
إذن» (» - )2 = ه. من ذلك يكون 


1 
[DFE] 2 E (-هم)20 رع‎ 


[ABE] 5 


saxa aa») aa-—a) 
©321وساه]: في الشكل المرفق» 2075 مربع» 11 نقطة‎ 2000[ )١١( مال‎ 
و 7 نقطة تقاطع 27# و 5©. إذا كانت‎ ۶Q تقاطع القطرين» 17 منتصف‎ 

مساحة المثلث AMFR‏ تساوي 1 وحدة مربعة فما مساحة المربع ؟ 











يفنا 


€ 


P N 0 58‏ 
الحل: ارسم .PF‏ بما أن APFM = ARFM‏ وأن 1= ]RMF]‏ فإن 
.]P۴۷[ =1‏ نفرض الآن أن [9717] = [۶۴۸] = ے. عندئذے مما أن 
]RFQ[ +  نإف‎ ]RPN|] = ]8017[‏ = هن + 2. أي أن 2 = .]۸۳Q[‏ وهذا 
تكون 3 = [8110]. إذن 12 = 3 × 4 = .]PQ۸5[‏ 0 


مثال )١7(‏ [2000 14ء :]٤‏ طول ضلع المربع 2075 المبين في الشكل يساوي 
:ه. قسمنا المربع إلى أربعة مثلثات كما هو مبين في الشكل حيث بمجموع مساحتي 
المنطقتين 4 و 8 يساوي مساحة المنطقة '6. إذا كان 3= PT‏ و 5= RU‏ 
فما قيمة م ؟ 


9 قم 


0 


5 
8 


2 2 R 
.U$ - الحل: 3-3 = 79 و 5- به‎ 
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الآن» 3x2‏ »2 - [ه]ء 2x5x#‏ |8« )3- )5 )2 0 
ما أن [0] = [8] + [4] فإن 
(3 - ))5 )2 الخد 
-16z +15 =0‏ ته 
(»¬-15()z -1( =0‏ 


إذن» 1= أو 15 = .وما أن 1 ج ه فإن 15= 4. 0 


مثال (1۳) [2011 01©108ه]: في الشكل المرفق» ۸4802 مستطيل فيه 
48B =6‏ وَ 3 = 20 . اخترنا النقطة M‏ على AB‏ حيث AMD = CMD‏ . 
ما قياس الزاوية AMD‏ ؟ 

AM B 


ل 


١ 
D 6 C 


الحل: نفرض أن » = 1147.. عندئذء :ه = 6211 بالتبادل الداحلي. وهذا 
فإن ۸012 متساوي الساقين فيه 6 = 10 = 10٥‏ . الآن» ۸108 فيه 
3 = 380 6 = 110 و 90° = 2 . إذنء 21/108 مثلث 90° - 60° - 30° 
حيث 30° = 8110 و 60° = 8011 . وأخيرا ف 2110 لدينا 


180° = 30° + 2 + بع 


کک 0 























أشباه المنحرفات [620105م12] 

شبه المنحرف هو رباعي فيه ضلعان متوازيان وضلعان غير متوازيين. يسمى كل من 
الضلعين المتوازيين قاعدة شبه المنحرف ويسمى كل من الضلعين غير المتوازيين ساق 
شبه المنحرف. إذا كان أحد الساقين عمودياً على القاعدتين فنقول إن شبه المنحرف 
قائم وإذا كان الساقان متطابقين فنقول إن شبه المنحرف متساوي الساقين. 


ليك کے 


شبه منحرف شبه منحرف متساوي الساقين شبه منحرف قائم 
مبرهنة :)١5(‏ في شبه المنحرف المتساوي الساقين تتساوى زاويتا القاعدة. 
البرهان: نفرض أن 48017 شبه منحرف حيث 20 || 48 و 80 = 2ك . 
D50‏ 


AZEB B 
لنفرض أن 5 نقطة تقاطع القاعدة 48 مع المستقيم المار بالنقطة © ويوازي‎ 
عندئذ» 4802 متوازي أضلاع. من ذلك نحد أن 280 = 47 . إذن»‎ . 2 
ويكون ۸508 متساوي الساقين. إذن» 087 = 6788. وا أن‎ 80 = 70 


AD | 76‏ فإن CEB = DAB‏ . ومن ذلك نحد أن 68۸ = 548 . إضافة 
إلى ذلك 2 || 8مء وهذا فإن 548 و 120 متكاملتان ومن ثم فإن 67/1 
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و DCB‏ متكاملتان. إذن» 807 = 420 . لا 
مبرهنة :)١07(‏ إذا تطابقت زاويتا إحدى قاعدت شبه منحرف فإن شبه المنحرف 
متساوي الساقين. 

البرهان: نفرض أن ۸8٥2‏ شبه منحرف فيه 20 || 478 و DAB = CBA‏ 
والنقطة ع كما في المبرهنة .)١5(‏ 





# 7E Ag 
ما أن 80 || 472 فإن به = 688. وهذا فالمثلث ۸088 متساوي الساقين فيه‎ 
من ذلك نحد أن 80 = 472 ويكون‎ .E٥ = 42 ولكن‎ .80 = BC 
O متساوي الساقين.‎ 80 


مبرهنة :)١/(‏ قطرا شبه المنحرف المتساوي الساقين متطابقان. 
البرهان: نفرض أن 80 = 42 في شبه المنحرف (42801/. 


D C 











المضلعات 1۸1 


استناداً إلى المبرهنة )١5(‏ لدينا 084 = 548 ومن ثم فإن ۸08۸ = 5248 . 
من ذلك نحد أن 80 = 40 . Li‏ 


مبرهنة (4 :)١‏ إذا تطابق قطرا شبه المنحرف فإنه متساوي الساقين. 
البرهان: نفرض أن ۸802 شبه منحرف فيه 02 || 48 و 89 = 40. 
لتكن 11 نقطة تقاطع امتداد 48 والمستقيم المرسوم من 1 موازياً للقطر 0 


92 و 


MA 2 B 
12 = 28 ومن ثم فإن‎ 12 = ۸٥ ما أن 1۸402 متوازي أضلاع فإن‎ 
ويكون 51128 متساوي الساقين. ومن ذلك فإن 2811 = 51⁄8. ولكن‎ 
ùl ADAB = الآنء 0684م‎ .DBA = CAB إذن‎ DMB = CAB 
إذذ» 08 = 24 ويكون‎ . DBA = CAB و‎ DB = AC و‎ AB = AB 
شبه المنحرف 4807 متساوي الساقين. لا‎ 


تسمى القطعة المستقيمة الواصلة بين منتصفي ساقي شبه المنحرف بالمستقيم 
الوسطي (6مذل10مم). 


مبرهنة ٠(‏ ۲): المستقيم الوسطي في شبه المنحرف يوازي القاعدتين وطوله يساوي 
نصف مجموع طول القاعدتين. 











1۸۲ العندسة رالجزء الأول) 

البرهان: نفرض أن 48072 شبه منحرف حيث 0٥‏ ||48 و 8 و F^‏ 
منتصفا 472 و 70 على التوالي. لنفرض أن 11 نقطة تقاطع 7( مع امتداد 
8 كما هو مبين في الشكل. 





4 0 B M 
و‎ CF=FB و‎ DOF = MBF  نأل‎ ADCF = AMBF «iî 
واصل‎ EF عندئذ»‎ . 20 = BM و‎ DF = FM «iذإ‎ . DFC = 8 
بين منتصفي ضلعي المثلث 210411 ومن ثم فهو يوازي ۸8 . أيضاء‎ 

5 pF AM _ AB+ BM _ AB+DC 

2 2 3 
مبرهنة )۲١(‏ [مساحة شبه المنحرف]: مساحة شبه المنحرف تساوي حاصل 
ضرب نصف مجموع طولي قاعدتيه في طول ارتفاعه. 
البرهان: نفرض أن (4801 شبه منحرف حيث ,5ح 48 و رb= CD‏ 
وارتفاعه ۸. لیکن BY‏ العمود النازل من 8 على امتداد 20 كما هو مبين في 


De Be O ¥ ا‎ 











الان» 
[ABCD] = [ABD] + [DBC]‏ 
ا + 1 = 
bh)‏ 82 00 - 
9 
لأن المثلثين ۸482 و 2180 لما طول الارتفاع نفسه وهو 7. لا 


مغال :)١4(‏ في الشكل المرفق» 1۷۶۸ شبه منحرف فيه ۶× || 2477 و 
MN = RP‏ 6 = #للة. UN M8 || PR‏ || 25 . احسب طول المستقيم 


الوسطي 8۴ . 
P 5 N‏ 
E F‏ 
R M‏ 
الحل: لاحظ أن كلاً من ٨51۸‏ و 527111 متوازي أضلاع. إذن» 
8N = 6‏ = و . ويهذا فإن 9 ا ا EF‏ 0© 


مثال :)٠١(‏ في الشكل المرفق» ۸480 متساوي الساقين حيث 40 = 48 و 
0° = 4. 80 = 40 . احسب قياس 420 . 
A‏ 
B‏ 























1۸6 الهندسة (الجزء الأول) 


الحل: ارسم 40 || 27 بحيث يكون 41280 شبه منحرف متساوي الساقين 
كما هو مبين في الشكل. 


E 
متساوي الساقين. ولكن‎ ۸8٥08 بما أن 80 = 472 وأن 270 = 472 فإن‎ 
. 80 = 88 إذن» ۸808 متساوي الأضلاع و‎ . BOE = 100 - 40 = 60° 
منصف 880). من ذلك نحد أن‎ E4) ABE = ۸40€ إذذء‎ 
> . 4120 = 30° وهذا فإن‎ . 480 = 7 


مثال :)١5(‏ 4802 شبه منحرف قائم حيث 90° = 8 - 22 0 نقطة 


تقاطع القطرين» 142 BC‏ | 0 . أئبت O‏ يكت 
أن 170 ينصف ([07. 7ت 
E27‏ 
الحل: بما أن ۸008 ~ہ ۸۸40D‏ فإن و 
26 حك رما أن 50 | 20 فإن ف حسم 
AD _ AE AO _ AE‏ : سے 


الت خضي DAÊ = GBD a A go‏ "قا 
BC EB OC EB‏ 


.۸DEA4 ~ 78‏ من ذلك نرى أن DEA = CEB‏ وأن متممتيهما أيضاً 








المضلعات 140 
متطابقتان. إذن» 0870 = 580 . وهذا يكون 80 منصفاً للزاوية 6777 . © 


مثال (1۷) [2000 ©11)وسدك]: 2075 شبه منحرف طولا ضلعيه 
المتوازيين هما 3 سم و 9 سم وطولا ساقيه 4 سم و 6 سم كما هو مبين. 
0 || 58 || 5.34. محيط شبه المدحرف 114105 يساوي محيط شبه المنحرف 


1Q۶‏ 1 . ما قيمة النسبة i‏ ؟ 
PL‏ 


P 4‏ 
6 4 
L M‏ 
7 9 5 
MR . LS MR .<‏ :2 
الحل: لنفرض أن 2# = 7,5 . الآن . أي أن = .ومر 
لحل: لنفرض أن ون وو أي 0 د وين 


ذلك نحد أن 3± = 1۸ . بما أن عيطي 11۸5$ و 1.1102 متساويان فإن 
LM.‏ + :و3 + 9 + :و9 = LM‏ + :99 - 4 + 8 + وق - 6 

أي أن 0.4 عم إذن؛ 1 _ 98 _ 8ه قط 4 
PL 4-08 32 4‏ 

مغال )١8(‏ [2002 11©104ه]: 48072 شبه منحرف قاعدتاه 48 و 02› 

فيه 248-52 280-192 39 - 202 24-5. احسب مساحة 

. ABCD 

الحل: افرض أن 2 نقطة تلاقي امتدادي 472 و 280 
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D 60‏ 
5 12 5 6ر 
52 
بما أن AB || CD‏ فإن 280 لم 488مه. من ذلك نحد أن 
فت تلج کے زوف زوات وو أن فح عمستب ةر إن 
DE+5 4 CE+12 52 4‏ 


5 = 5( . الآن» أطوال أضلاع الثلث 80107 هي 39 ,36 ,15. وبما أن 
9 = 36 + 152 فإن 5028 قائم الزاوية عند . إذن» 
[ABCD] = [ABE] - [CDE]‏ 
x 48 × 20 - 2 × 36 ×15 = 0‏ 2 = 0 


مثال )١9(‏ [2012 ۵ناEuc]:‏ 2085 شبه منحرف قاعدتاه 20 و 86 . إذا 
كان 7 = 20ء 8 = و5 = Q۸‏ 15 = 58 فما طول القطر ۶۸ ؟ 
الحل: ارسم عمودين من 2 و © إلى القاعدة 5۸ كما هو مبين في الشكل. 

۴ 0 


5 xX 2 R 


الآن» 201/76 مستطيلء وھذا فإن 7= ۶Q‏ = ۲۷× و 07 = ×۶. من 
الواضح أن ۸40۲۸ = ۸۶×8 . من ذلك نحد أن ۲۸ = ×8 . الآن» 














المضلعات 1۸¥ 
8ح وآ د SX 4 XY‏ 
25X +7 = 15‏ 
4= ¥ 
استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس جحد أن 
8 = 64-16 = “(عزى) - .)PX) = (P8)‏ 
بما أن ۶۸ هو وتر المثلث القائم الزاوية ۸×۸ فإن 


0 PR = (PX) + (XR) = ./ هه‎ +121 = 13. 




















14۸ الهندسة (الجزء الأول) 
)١(‏ [2012 وقناة0] طول المستطيل المرفق يساوي 8 وعرضه يساوي 4. ما 
مساحة المنطقة المظللة ؟ 


() 16 (ب) 24 (ج) 30 (د) 32 
الحل: الإحابة هي (): المنطقة غير لمظللة هي مثلث مساحته تساوي 
x4x8 = 16‏ 1« مساحة المستطيل هي 32 = 4 × 8. إذن» مساحة المنطقة 


المظللة هي 6 = 32-16. 


]auss 2012[ )۲(‏ رسمنا متوازي أضلاع 20125 داحل المستطيل 7×۲2 
كما هو مبين في الشكل المرفق. إذا كان 5# 1 P7‏ فما طول 8T‏ $ 
:12 13 16 
0 - س ست = 
0 13 (ب) 19 هك 13 6 5 
12 ص 7_3 


4 


5 
PF 


م 


o 


5 حر 


R3 7‏ 12 2 
الحل: الإحابة هي (ج): استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس لكل من المثلثين 4221175 و 











777 نحد أن 


5 = 95/. = 42 + 82ل = 5 
38 = 169/ = 12+ 5 = 


مساحة المثلث ۸۶75S‏ هي [PWS] = 3x3x4=6‏ 
مساحة اثلث 41150 هي 01011 
مساحة المثلث ۸82۸ هي 0 = [SZR] = > x5 x12‏ 


مساحة المثلث ۸4×۶ هي 30 = = [QXP] = 3x5 x12‏ 
من ذلك خد أن مساحة متوازي الأضلاع 5۶Q۸‏ هي 
[SPQR] = 15 x 9 — (6 + 6 + 30 + 30) = 63‏ 


ولكن 
[SPQR] = PT x SR‏ 
PT x13‏ = 63 


إذن» 2 = ۶7 . وبهذا نحد استناداً إلى مبرهنة فیثاغورس للمثلث ۸۲57 أن 


8 256 
8 169 


]Aut.M٣ 1984[ )۳(‏ أي من الأعداد التالية لا يمكن أن يكون عدد أقطار 
مضلع محدب ؟ 
5 (ب) 9 (ج) 27 (د) 45 
الحل: الإحابة هي (د): لنفرض أن عدد أضلاع المضلع هو «». كل رأس من رؤوس 




















14۰ الهندسة «الجزء الأول) 


المضلع يقع عليه 3 - 7 قطراً (القطع المستقيمة من الرأس إلى جميع الرؤوس الأخرى 
ما عدا الرأسين الجاورين هي أقطار في المضلع). إذن» عدد أقطار المضلع يساوي 


ل لار وبتجريب الأعداد نحد أن 
12 11 10 9 8 7 6 5 4| م 
54 له 35 27 20 14 9 5 2 | عددالأقطار 


إذن» العدد 45 لا يمكن أن يكون عدد أقطار لمضلع محدب. 


]Aust.MC 1980[ )4(‏ ف المستطيل 25117 المرفق» 8 = «RU =6 «RS‏ 
كل من 82 و '01 عمودي على 0817 08 = 0۶. 50 يساوي: 
() 1.5 (ب) 2.8 (ج) 3.6 («د) 6.4 
8 


5 


الحل: الإحابة هي (ب): نفرض أن » = 0۲ = 05. استناداً إلى مبرهنة 

فيثاغورس نحد أن 10- 55 إذن» 10-2 0ص. الآنء 

8# _ طن 6 2 
5 أي أن 

6 10 UR US 

فإن 3.6 = 4 ويكون 2.8 = 3.6 × 2- 10 - 20. 


UPR ~ URS‏ . من ذلك نحد أن . وهذا 
حل آخر: استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس لدينا *به - 36 = PR? = UR? - JP?‏ 
و RP” + P5‏ = 282 . أي أن 

.نه + :م20 - 100+ ”2 - 36 = زه - 10) + [ ثنه- 36( = 64 





























المضلعات 14۱ 
من ذلك نحد أن 3.6 = 2 ويكون 2.8 = 3.6 2 - 10 = 20 . 


(5) [1979 210.وتتك] في المستطيل (4801 لرفق» × نقطة داحل 
المستطيل» ۾ = 4 » ١‏ ع 81 » » ع 07» :ه = 217 . عندئذ: 


(أ) a-b +e‏ =2 (ب) مم + مدن 
(ج( + - ٹہ = تع (د) ع - + ھ = تن 
A B‏ 

0 b 
E 
D 0 


الحل: الإحابة هي (ج): ارسم النقاط لل K cJ »G‏ كما هو مبين. 





عندئذ» استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس لدينا 
a” +b” = (DG? + GE?) + (EK? + KB?)‏ 
FE + GE + GC? + AF?‏ = 
(FE + AF?) + (GEP + GC?)‏ = 
م ياه 2۾ 5-5 


إذن» م م + ثم = 2ے. 





























14۲ الهندسة «الجزء الأول) 


]Aust.M° 1981[ )5(‏ في الشكل المرفق» 20105 شبه منحرف فيه 
۶Q = 20 PQ || SR‏ سب 12 ح $۸ سم ومساحة المثلث ۸۸87 
تساوي 60 سم". ما مساحة شبه المنحرف 20108 بالسنتمترات المربعة ؟ 
أ( 160 (ب) 170 (ج) 180 (د) 320 


P 4 Q 


5 R 
الحل: الإحابة هي (أ): لنفرض أن 7 هو ارتفاع شبه المنحرف 20175. عندئذ»‎ 


8 هو ارتفاع الثلث ۸۸57. من ذلك نحد أن 0 = x12 x‏ . أي أن 


.[PQRS] = 30 +12( ×10 = 160 إذن»‎ .5 = 0 


]AutM€° 1979] )۷(‏ ف الشكل المرفق» (4801 شبه منحرف» 
MN . MN || 48 | 20‏ يقسم مساحة شبه المنحرف 4807 إلى 
نصفين متساويين. إذا کان 8 = 48 و 10= 20 فما طول 1177 ؟ 


8 
A B 














المضلعات 14۳ 

( مول (ب) 9 (ج) ۷/82 («) 10 
الحل: الإحابة هي (ج): أنشئ 40 || 8۲ وافرض أن ارتفاع 28107 يساوي 
« وأن ارتفاع 821770 يساوي 2 وافرض أن ± = 1177 كما هو مبين في 


الشكل أدناه. 











> 
8 
£ 2-8 فإن‎ ABXN ~ı A BY 0 بها أن‎ 
H2 


أن [4802] = BNM]‏ 214 فإن 


2 +8) x (8+10 وري‎ 


9x‏ - بر 7ھ + م 
8= 64 - تج 
a” = 82‏ 

2 = 82 


[]Aust.MC 1980] (^)‏ 20125 متوازي أضلاع. ۷ € ۲ نقاط تقاطع 
آQ‏ مع ۶۸» ۶8» ۸5 على التوالي كما هو مبين في الشكل المرفق. إذا 




















1545 الهندسة (الجزء الأول) 
كان 3 = 0577 و 6 = 7@ فإن 7@ يساوي ؟ 


1 (ب) 2 (ج) 2.5 36 


T 
ہ ۸708 فإن‎ ۸Q۴ الحل: الإحابة هي (ب): با أن‎ 


2884-3 _ 8د 


ER. TO & 2 
فإن‎ ۸P۷ سم‎ A7۷ وما أن‎ 
QV _QP_TS 1 


IV TIR TR %3‏ 
إذن؛ .T§ = TR‏ وتا إن 29ت 8ك ويكرن 


(9) [1988 111523/13ه] الشكل المظلل المرفق هو تقاطع مستطيلين متعامدين. ما 
مساحة المنطقة المظللة ؟ 


3 


لويرم 














المضلعات 140 

() 23 (ب) 38 (ج) 44 («) 46 

الحل: الإحابة هي (ب): المنطقة المظللة هي اتحاد مستطيلين مشتركين في مستطيل 
صغير. ويهذا فمساحة المنطقة هي 38 = 3 ×2- 38 + 2×10. 


)٠١(‏ [1989 41115318] طوينا قطعة ورق مربعة الشكل من منتصفها عمودياًء 
بعد ذلك قطعنا الورقة المطوية إلى نصفين من الخط المنقط كما هو مبين في 
الشكل. ينشأ عن هذه العملية ثلاثة مستطيلات» أحدهما كبير واثنان 
صغيران. ما النسبة بين محيط أحد المستطيلين الصغيرين إلى محيط المستطيل 
الكبير ؟ 


2 3 1 
ل - 2 3 
0و ي © 5 )2( 








الحل: الإحابة هي (د): لاحظ أن المستطيلات التي سنحصل عليها هي الثلاثة 
مستطيلات المبينة في الشكل أدناه. 








15 الهندسة «الجزء الأول) 





محيط أحد المستطيلين الصغيرين هو :ه10 = (نم4 + )2 . 
محيط المستطيل الكبير هو 124 = (نم4 + :2)2 . 


1 5ة 10 
إذانة» السنية بن ٤ ١‏ م 
إذن» النسبة بين امحيطين هي e‏ 


]AMC8 1999[ )۱۱(‏ في شبه المنحرف 48017 المرفق» 072 = ۸8. محيط 
شبه المنحرف 480172 يساوي: 


) 30 (ب) 32 (ج) 34 (د) 48 
8 


B 9‏ 
کا ا 
E E aS‏ 
الحل: الإحابة هي (ج): لاحظ أن 4 = 77 = 48. استناداً إلى مبرهنة 
فيثاغورس لدينا 
5 - 42 + :3أ. = .AB = CD‏ 


إذن» محيط شبه المنحرف 48017 هو 34 = 5 + 5 + 8 + 16. 


)1١‏ [1999 2108ه] طول ضلع المربع 4802 المرفق يساوي 23 القطعتان 











المضلعات 14۷ 
1 و 077 تقسمان المربع إلى ثلاث مناطق متساوية المساحة. ما طول 
OM‏ ؟ 


M 


A4 N 
(ب) 13/. (ج) 14ل () 15ل‎ /12 ¢ 


الحل: الإحابة هي (ب): مساحة المربع تساوي 9 = 3 × 3. ولذا فإن مساحة كل 
من المناطق الثلاث تساوي 9+3=3. الآن» مساحة 207814 هي 


الا > .2x BO‏ إذن» 3= BM‏ >8 »2 . وبمذا فإن 2 - 814 . الآن» 


استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس جحد أن 13/ = 3 + ١/22‏ = 014 . 


]AM€8 2000[ )١١(‏ رمنا داحل المربع 4802 ثلاثة مربعات كما هو مبين في 


الشكل. مساحة المنطقة المظللة تساوي: 
0 7 (ب) 10 (ج) 14 (د) 15 
A‏ 











1۹۸ الهندسة «الجزء الأول) 
الحل: الإحابة هي (أ): طول ضلع المربع 4802 يساوي 5 -1+ 3م 
إذن» مساحته تساوي 25 . مساحة الثلاثة مربعات الداخلية هي 11 = ٣1+9‏ 


إذن» مساحة المنطقة المظللة تساوي 7 3x14‏ )11 05 . 





]AM C8 2000[ )١5(‏ مساحة المستطيل 4802 المبين في الشكل المرفق تساوي 
2. مساحة المثلث 441477 حيث 14 3 N"‏ نقطتا منتصفا القطعتين 


BC‏ و CD‏ تساوي: 
0 21 (ب) 27 (ج) 30 2 
A B‏ 


اوه 
اا 


36 


الحل: الإحابة هي (ب): ليكن »۸8=2y‏ :2= 80. عندئذ 


لإنه = [ABM]‏ و ay‏ = [147170] و .]4DN[ = <y‏ فنحصل على 


[AMN] = 4xy — zy — xy a a 


لکن 
[ABCD] = 72 = (22)(2y)‏ 


ومنه 18 = یت وبالتالي 27 = 3.18 = .[AMN]‏ 


]AMC10 2000[ )١5(‏ في المستطيل 4802 المرفق» 1= ۸2 2 نقطة 
DB . 8‏ و 28 يثلثان الزاوية 420 . ما حيط المثلث ۸82۲ ؟ 


على 


























المضلعات 149 


53 بي 3488 ی‎ RE 


ر 20 
E 0‏ ) 5 ) 3 
B‏ ا 
D 0‏ 
الحل: الإحابة هي (أ): با أن 30° = 810 = ADP = PDB‏ فإن 
وم وإن 2 -28. إذن» 3/ = 12- 2/ = 20. كما أن 
عض إذن» ان 48 - ۷/3 = ۶8 . ومذا فإن محيط المثلث 
8(۶ يساوي 
ص 
3و 323 2 
2 8 "3 


(15) [2003 421©104] في المستطيل 4807 البين قي الشكل» 8 = ۸8ء 
9 - 280 8 نقطة على 80 حيث 6 = ›B#‏ 2 نقطة على ۸ 
حيث 4 = 8( يتقاطع المستقيمان EC‏ و AH‏ في النقطة @»›» F۳۴‏ 


نقطة على المستقيم 417 حيث ۸۴ 1 .G۴‏ ما طول G۴‏ ؟ 
0 

















۰۰ الهندسة «الجزء الأول) 


() 30 (ب) 28 (ج) 24 «) 20 
الحل: الإحابة هي (د): لدينا 418 = 6770 بالتقابل بالرأس. كما أن 
B = 0°‏ = ۴ وأن 247 = BA4‏ لأنحما تبادليتان داخلياً. إذن» 
AGFA ~ ABH‏ . أيضاً cAGCH ~ AGEA‏ كما أن 5= E4‏ وأن 


3 = 9ن . الآن» 
GH _ CH 3‏ 
GA EA 5‏ 
ولذا فإن ۶ ولكن ‏ 10= 6 + ”8 = 14 . إذنء 
2Ë, GF + GA 67 5‏ إن 
5 = کے ×10 = G۸4‏ . ولک = . أي أن ا ا 
SOT “2‏ ويلا لإ 
وود کک 
10 


]AMC10B 2003[ )1(‏ في المستطيل 4801 المرفق» 5 = 48› 3 = 80 . 
۴ و © نقطتان على 072 حيث 1= 27 و 2= 60. 8 نقطة 
تقاطع المستقيمين AF‏ و 26 . ما مساحة المثلث 84728 ؟ 


21 25 
)أ( 10 زس ج (ج) 12 ١‏ 
E‏ 














المضلعات ۲۰۹ 


الحل: الإحابة هي (د): بما أن 42 || ۴Q‏ فإن ۸8۸48 ده © له . من ذلك 
نرى أن 

FG 2‏ 86 _ رط 

EA EB AB 5‏ 
لنفرض أن ۸ هو ارتفاع المثلث ۸848. عندئذء من التناسب نحد أن 
2-83 _2 


23 = ک. وبمذا فإن 5 = ۸. إذن» 
Ah‏ 5 


[BAB] = x5 x5 25 

2 2 

(۱۸) [2005 310104ه] طول ضلع المربع 4802 المبين في الشكل المرفق 
يساوي 50 1 = 817 . ما مساحة المربع الداحلي 2/7671 ؟ 
25 (ب) 32 (ج) 36 )د( 40 


A B 
| ا‎ 


ا ا 2 ع 
D C‏ 


الحل: الإحابة هي (ج): لاحظ أولاً أن المثلثات القائمة الأربعة متطابقة (ماذا ؟). 
بما أن 1= BE‏ فإن 1= .AH‏ أيضٌ 1+ .HB = HE + BE = HE‏ 
استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس لدينا 

1 + (HE +1)” = 0 

HE+1=7 

HE =6 











۲ الهندسة (الجزء الأول) 


وبهذا فإن مساحة المربع 5۳6# تساوي 36 = 62. 


]۴asca1 2010[ )۱۹(‏ رسمنا المعين 20725 داخل المستطيل 7۸11 كما هو 
مبين في الشكل. ۸× || 22 || 7۸1 ۲5 || 917 || .JK‏ إذا كان 
9 = طلء 52 = JS‏ 25 = 120 فما حيط المستطيل 1771/2 ؟ 
(أ) 48 (ب) 58 (ج) 84 )د( 96 
۶ظ 


0 K 
E. 0 
e 
M R 
الحل: الإحابة هي (د): استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس للمثلث ۸57۶ لدينا‎ 
وما أن 2-2075 معین فإن‎ .$P۶ = 52 + 39 = 65 
وباستخدام مبرهنة فيثاغورس مرة أخرى‎ .52 = ۶Q = 07 = $ = 65 
و‎ 10 || PW جحد أن 60 = 252 - 0/652 = صكز. بما أن‎ ۸۶۸ @Q للمثلث‎ 
فإن 21017 مستطيل ويكون 25 = #0 = 7[ط. وبالمثل»‎ PK || 0 
إذن»‎ .PZ = JS = 52 2 ومن‎ ١ مستطيل‎ JPZS 
أيضاء 5178011 مستطيل. بما أن‎ .1177 = P7 - PW = 52 - 25 = 7 


JM || KL‏ و JK|ML‏ و PQ] SR‏ فإن MSR = KQP‏ وإن 
SRM = QPK‏ . الآن» ASA) ASMR = AQKP‏ إِذن» 
































MR = KP = 0‏ . ويهذا يكون 
JP = 60-39 = 21.‏ - الا = 527 - 2Y = SY‏ 
إذن» حيط المستطيل 7×۲7 يساوي 96 = (27 + 2)21. 


]Pasca1 2007[ )۰(‏ قسمنا المستطيل ۸48٥02‏ إلى منطقتين ۸۳۴٥2‏ و 
B0۴‏ متساويتي المساحة كما هو مبين في الشكل المرفق. إذا كان 
EF = 30 ›AD = 80 ›»EB = 0‏ فما طول 471 ؟ 
)أ( 10 (ب) 15 (ج) 20 (@ 24 
E‏ 
B‏ سوھ 


F PB 





D C 


الحل: الإحابة هي (ب): ارسم 48 || ۳۶ ويقطع 8٥0‏ في النقطة 2. الآنء 
"8821 مستطیل» ومن ثم فإن 40 = EB = FP‏ و 30 = EF = BP‏ . كما 
أن 50 = 30 - 80 = مص . الآن» 
[EBOF] = [EBPF] + [FPC]‏ 
x40 + x 40 x50 = 0‏ 30 = 
ومن ذلك فإن مساحة المستطيل 4802 هي 4400 = 2200 × 2. إذن» 


. AB - AB - BEB = 55 -0 15 و - کک = 48 ويكون‎ 









































4 الهندسة «الجزء الأول) 


۸ حول‎ ۸8٤٥02 في الشكل المرفق» دورنا المستطيل‎ ]٣هرامر‎ 2007[ )۲١( 


لنحصل على لمستطيل 416 حيث 30° = «AB =12 «BAF‏ 
8 = 80 . مساحة المنطقة المظللة تساوي ؟ 


532 - 13213 (ب)‎ 432-1323 )( 
538 - 133 )( 536 - 1323 (ج)‎ 
6 
A 
F 

7 

08 Y 

B 0 


الحل: الإحابة هي (أ): لاحظ أولاً أن المنطقة غير المظللة 4512 مشتركة بين 
المستطيلين» وبحذا فمساحة المنطقتين المظللتين متساوية لأن للمستطيلين المساحة 
نفسها. وبحذا فإن مساحة المنطقة المظللة تساوي [2]41108. الآن» ارسم القطعة 
المستقيمة ×٤۲‏ موازية للقطعة '80. با أن 45م هو مثلث 
0° - 300-600 22 فإن 6 - 12 - مط = EX‏ وإن 
3 = ةا = 4% . إذن. 6/3 - 12 - ×4 - 48 = 8×. أيضاء 
ف «AEYH‏ 
«HEY = 180° - (AEX + AEF) = 180° - (60° + 90°) = 30°‏ 


SB‏ وذح قوز SXF‏ عرو OS‏ والح قلح HF‏ ين 


3 





























المضلعات ۲0 
87 هو مثلث 90° - 60° - 302. ومن ذلك نحد أن مساحة المنطقة المظللة 


هي 
2{AEHCB] = 2[[AAEX] + [XYCB] + [AEHY]]‏ 


=2 E x6 xO +1812 0/3) + Û x12x4) 





|243 + 1083 - 216 + 2183 = 
432-83 = 
۴erm 2011[ )۲۲(‏ ] قسمنا المربع 20175 إلى خمسة مستطيلات كما هو مبين 
في الشكل. مساحة المستطيل المظلل هي: 
() 16 (ب) 22 (ج) 28 )د( 49 


لهم 
P 0‏ 


لهم 
0 

Q / 

اہ _لم 


8 R 
لم‎ 


الحل: الإحابة هي (ج): .AD=6-2=4 .QR=2+9=11‏ 
7= (11-10) -8 = 7220. إذن» مساحة المستطيل 1801 هي 
.4X 7 = 8‏ 




















۲۰١‏ الهندسة (الجزء الأول) 
۴erm 2011[ )۲۳(‏ ] طول كل من المستطيلات الستة المبينة في الشكل المرفق 
يساوي س وعرض كل منها يساوي 8. إذاكان 21 = ۲7 فإن * 


له 


1 3 1 3 
ب E‏ 2 ك 
0و )و @ و 1 





7 
7 1 0 


الحل: الإحابة هي (ب): لاحظ أن ۸×۷7 دم 170طى لأن X7۷ = ۶Q۴‏ . 


OR ل‎ r KY FF لل ع‎ o 

. ذلك نحد أن کے ع لحك أي أن کد . 

و PQ PR QR‏ ي أن عض = ڇم . ولكن؛ 

«QR = 3w “2Y = 2XY‏ له = #اط. إذنء 2 - کے ے کے وهذا 
إن فح نك 
8 سه 


]۴ermat 1999[ )٤(‏ قسمنا متوازي الأضلاع 4807 إلى أربعة مثلثات 
متساوية الأضلاع طول ضلع كل منها يساوي 1 كما هو مبين في الشكل. 


ما طول القطر 40 ؟ 
6 8 


A 20 








المضلعات ۷ 


قله (ب) ۷/5 ( ۷/7 (۵) 10ل 
الحل: الإحابة هي (ج): من © أنشئ مستقيماً عمودياً على 47 ويلاقي امتداد 
42 ف النقطة 8 . 
B 0‏ 
وكيا با 4 


جا أن 60° = BAF‏ وأن 20 || AB‏ فإن 60° = CDE‏ . إذن» 80218 هو 
مثلث 90° - 60° - 30° فيه 1= 012. من ذلك نحد أن قل وه وأن 
0 ون .. 5 1 4 EW‏ أن 
| 77 . إذن» 0 = 477 وبحد استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس أن 


4 اد‎ ê 


2 2 


)١5(‏ [2011 4ناءناظ] قطعنا قطعة من وسط كل من أضلاع مربع لإنشاء مثلثات 
متساوية الأضلاع طول ضلع كل منها يساوي 1 كما هو مبين في الشكل. 
إذا كان طول ضلع المربع يساوي 3 فما محيط الشكل الناتج ؟ 


¢ 12 (ب) 14 (ج) 16 <) 18 











۲۰۸ الهندسة (الجزء الأول) 
الحل: الإحابة هي (ج): طول كل من القطع المبينة يساوي 1 وعددها 16. إذن» 


حيط الشكل يساوي 16. 


(7) [2010 id4اEuc]‏ ف الشكل لمرفق» 4807 مستطيل» 82 ل ›A48‏ 
AF = 4‏ 2 = 27 . ما مساحة الشكل الرباعي "8017717 ؟ 


25 (ب) 22 (ج) 23 (د)‎ 19 )( 
A B 
ا‎ 
D E C 


الحل: الإحابة هي (): استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس بحد 
أن 90/5 = 22+ 4ہ = .۸4D = )4۴( + )D۴(‏ لفرض أن 
«ADF = 90° «BAF =90° 3 «iie .FAD =3‏ 
BDC = 90° - (90° - ») = &‏ . إذن» .ABFA ~ AAFD ~ ADFE‏ من 





لك عد ای کا قف ای ای ونين کے وی اا 
AF DF‏ 2 
AD‏ وکو FE E‏ 


FD FA 


[BCEF] = [ADCB] - [ADFE] 


= 2 x45 x25 - 2 × 21 =9 


(۲۷) في الشكل المرفق 4802 متوازي أضلاع فيه» 3 = ۾» 4 = 0. ما قيمة 




















(AC) + (BD)‏ ؟ 
() 25 (ب) 30 (ج) 40 «) 50 


D 0‏ 
الحل: الإحابة هي (د): لنفرض أن 7 هو ارتفاع متوازي الأضلاع وأن » = 101 
كما هو مبين في الشكل أدناه. 

A 4 B 


i» 1 


D zt E 4-a 0 F 

استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس في المثلث 8472 بحد أن 9 = ”ج + م. مما أن 
AD | 6‏ ¢ أن 807 = .ADC‏ إذنء .ABFC = AAED‏ الآن 
بتطبيق مبرهنة فيثاغورس للمثلثين ۸۸4۳٥‏ و 28117 نحد أن 

(AC) = ثم‎ + )4- 2) 

)2 + 4( + 2م = (BD)?‏ 
إذن» 

)40(2 + (BD)? = 82 + 16 - 8z + 4 + h? +16 + 82 + تن‎ 
= 2h? + 22 + 32 

ولكن» ج - 9 = م. إذن» 








1۰ الهندسة «الجزء الأول) 


(AC) + (BD) = 2(9 - 2”) + 24 + 32 = 50. 


(۲۸) في الشكل لمرفق» 48017 شكل رباعي قطراه متعامدان. إذا كان 
4 = 40 ؛ 6 = 82 فما مساحة الشكل الرباعي (48601 ؟ 
12 (ب) 24 (ج) 48 (ة) 72 
A‏ 


الحل: الإحابة هي (أ): لاحظ أن 
[ABCD] = [AADC] + [AACB]‏ 


= 3 x BD x AC +Û BE x AC 


= x A0 x[BD + EB] = 3 x AC x BD =3 x4x6 = 12. 
ما مساحة شبه المنحرف المبين في الشكل المرفق ؟‎ ]Mathcounts 1992[ )۲۹( 


أ( 180 (ب) 210 (ج) 276 (د) 306 
Uu__15 ¢‏ 




















المضلعات للقن 
الحل: الإحابة هي (د): ارسم عموداً من 0 على ×( ويلاقي ×( في النقطة 
7ا. عندئذ» 
U_ 15‏ 
20 13 
D 5x Y K‏ 
UX = CY = 113-5 = 2‏ و 16= 12- 1/20 = YK‏ 


إذن» 


[DUCK] = [UDX] + [UCYX] + [CKY] 


= 3x5 x12 + 15 x12 + x16 x12 = 6 


(١؟)‏ ]1986 [Mathcounts‏ إذا كان BCDEF‏ سداسياً منتظماً طول ضلعه 
يساوي 6 فما مساحة المثلث 880017 ؟ 
) 120/3 (ب) 160/3 (ج) 18/3 )6 200/3 


الحل: الإحابة هي (ج): 











1۲ الهندسة «الجزء الأول) 


با أن ۸00۴ متساوي 


قياس كل من زوايا السداسي يساوي 120° = ل 


الساقين فإن 30° = 280 = 7207. إذن 90° = .EC8‏ وا أن 
السداسي منتظم فإن 88 ينصف 8. ولذا فإن 60° = 088. ومن ذلك 
.CEB = 30°‏ إذنء 2880 هو مثلث 90° - 60° - 30 . الآنء بما أن 


. ]980[ = _ x6 x 60/3 = 180/3 ويكون‎ CE = 6/3 فإن‎ 86 = 6 
2 


]M40 1990[ )۳۱(‏ نماي محدب يحوي زاويتين متطابقتين. قياس كل من زواياه 
الأخرى يساوي ثلاثة أضعاف قياس إحدى الزاويتين المتطابقتين. ما قياس كل 
من الزوايا الكبرى ؟ 
(¢ 54° (ب) 108° (ج) 162° (د) 100° 
الحل: الإحابة هي (ج): لنفرض أن هو قياس كل من الزاويتين المتطابقتين. إذن» 
3 هو قياس كل من الزوايا الست الأخرى. من ذلك نرى أن 
0 = 18 + :2 = 180 << (2 - 8). أي أن 1080 = 20. ومن ذلك نحد 
أن 54° = 4 ويكون 162° = 54 × 3 = نوق . 


]M40 1987[ )۳۲(‏ ما بمجموع قياس الزوايا 1» 2» 3» 4» 4» 5 في شكل 
النجمة المرفق ؟ 











المضلعات 1۳ 

360° )( 270° (ب) 210° (ج)‎ 180° (i) 

الحل: الإحابة هي (أ): لنفرض أن المجموع هو . لاحظ أن مجموع زوايا المخلثات 

ا خمسة «AEVB «^A WC‏ 5102 » 50117 » (581]1 هو ضعف امجموع 
نه مضافاً إليه مجموع زوايا الخماسي 77×۲7. إذن» 


900° = 540° + :22 
180° = به 


]Mathcounts 1991[ )(‏ في الشكل الرباعي (۸480 المرفقء 
110° = 486 100° = 2029 . ما قياس الزاوية 475 ؟ 
)( 60° و70 (ج) 75° (د) 80° 
B 6‏ 


D 
الحل: الإحابة هي (د): في ۸4۴2 لدينا‎ 
AFD + FDA + FAD = AFD + :و2‎ + 2y = 180° 
إذنء (ن + )2 - 180° = 4۴2. ولكن في الشكل الرباعي 4802 لدينا‎ 
من ذلك نحد أن‎ . 8 + © + 3 + 3y = 60° 
360° - 110° - 100° 
3 


= 50° 


. AFD = 180° - 2 x 50° = 80° إذنء‎ 














AE‏ الهندسة «الجزء الأول) 


]AHSME 1952[ )۳٤(‏ مساحة شبه منحرف تساوي 1400 متراً مربعاً وارتفاعه 

يساوي 50 متراً. إذا كان طول كل من قاعدتيه عدداً صحيحاً يقبل القسمة 

على 8 فما مجموع القيم الممكنة لأطوال القاعدة الكبرى ؟ 

(ً( 48 (ب) 56 (ج) 88 (د) 120 
الحل: الإحابة هي (د): لنفرض أن طول القاعدة الكبرى هو 80 والصغرى (8. 
عندئذ» 

3 x 50 x (8a + 8) = 0 
a+b=717 

وما أن كلاً من ۾ و 0ا عدد صحيح موحب وأن 0 < 4 فإن الحلول الممكنة هي 
(6 = و 1= () أو (5=ه و 2= (0) أو (4 = و 3= 0). إذن» 
مجموع قيم » هي 15 = 6 + 5 + 4. وبهذا مجموع القيم الممكنة للقاعدة 80 هو 
0= 15× 8. 


(5؟) [1953 ]AHSME٤‏ مساحة مثلث تساوي مساحة شبه منحرف. شبه 
المنحرف و لمثلث هما الارتفاع نفسه. طول قاعدة المثلث يساوي 18. ما 
متوسط طولي قاعدني شبه المنحرف ؟ 
¢ 9 (ب) 18 (ج) 27 () 36 
الحل: الإحابة هي (أ): نفرض أن ,0 و ره طولا قاعدتي شبه المنحرف وأن ۸ هو 
ارتفاع كل من المثلث وشبه المنحرف. إذن» 
x18 = xh x(k, + 6)‏ »اك 


م کا وت ق 














المضلعات 10 

(55) [1953 15153185ه] إذا طابقت القاعدة الكبرى في شبه منحرف متساوي 

الساقين أحد القطرين وطابقت القاعدة الصغرى ارتفاع شبه المنحرف فإن 
النسبة بين القاعدة الصغرى إلى القاعدة الكبرى هي: 


ئ رب 3 رچ > رم د 
2 5 € 3 4 
الحل: الإحابة هي (ب) 
B‏ 
د pi‏ 
لنفرض » = 48 = 48 وأن طا = 46 = 20 . لاحظ أولاً أن ۾ = EF‏ . 
6-0 





وما أن ABCF‏ = 4727م فإن = 0 = .DE‏ إذن» استناداً إلى 


مبرهنة فيثاغورس نحد أن 


a? + |+‏ = ةن 


لد 


e + | 
2 








4b” = 5a? + b” + 2ab 

5a” + 2ab — 30 = 0 

(5a —- 3b)(a + b) = 0 
a 


إذن» 0 = 30 - 56. ويكون 5-5 


(0؟) [1955 ]AHSME‏ ف الشكل المرفق» 480 مثلثء لم 2817 07 
منصفات أضلاع المثلثء 48 || ۴۴» 48 = ۴۳ . أي من العبارات 

















للق الهندسة (الجزء الأول) 


التالية يمكن أن تكون حاطئة: 
(أ) H۴‏ متوازي أضلاع )ب( HE = HG‏ 
3 
BH = DC (e)‏ (د) الي = FG‏ 
H‏ 0 
6 
F‏ 
A D B‏ 


الحل: الإحابة هي (ب): العبارة (أ) صائبة لأن 4 || 177 وأن .FH = AE‏ 

العبارة (ج) صائبة لأنه عند تمديد 2/8 موازياً للقطعة 40 فإنه يلاقي 48 في 

النقطة 2. وهذا فإن 720 و 2875 ضلعان متقابلان في اللمثلثين المتطابقين 

A‏ و D8‏ . العبارة (د) صائبة لأن 

.FG = FE + EG = AD + 8 - هد‎ 

(۳۸) [1957 1153458ه] كونا ثمانياً منتظماً بقطع مثلثات متطابقة قائمة ومتساوية 
الساقين من زوايا مربع. إذا كان طول ضلع المربع يساوي 1 فإن طول ساق 
0" من هذه المثلثات يساوي: 


م 2+2 2-2 1+9 9-9 
ا زی ا ا ا 


الحل: الإحابة هي (ب): لنفرض أن طول ساق المثلث يساوي . عندئذ» طول 




















المضلعات 1۷ 
ضلع الثماني يساوي 2 -1. ولكن 1-2 هو طول وتر المثلث القائم. إذن» 
ل = ے + ول = :و2 - 1. وبهذا فإن 2-2 


2 





]AHSME 1957[ )۳۹(‏ في لمثلث القائم ۸480 الرفق» 80-5ء 
«AC - 8‏ به = AC «AM‏ ل N NP 1 BC «MN‏ نقطة على 
8B‏ . إذاكان N۶‏ + 1177 = ن فإن محيط المستطيل 117720 يساوي: 


5 144 - 7: 5 12 
6 5» +12 أ(‎ 
19 (2) 6 ند (ب) 5 19 (ج(‎ +12 )( 
8 
y P 
A M C 


الحل: الإحابة هي (ج): لاحظ أن ۸4۸1 لم ۸480. ولذا فإن 


لي ر أي أن کے ا ويهذا فإن 52 د .NM‏ أيضا 
NM AM NM‏ 7 12 


نه - 12 = 110 = ۶ . وهذا يكون محيط المستطيل هو 
للقي | وح ف أنه HENE)‏ واه داح ره 
6 12 
]AHDME 1957[ )40(‏ طولا قاعدت شبه منحرف 3 و 9 وطولا الساقين 4 و 
6. رسمنا مستقيماً موازياً للقاعدتين ويقسم شبه المنحرف إلى شبهي منحرفين 
متساوبي الحيط. هذا المستقيم يقسم الساقين بنسبة: 


05 


^ زک وم 3 
3 ا" € 1 1 




















1۸4 


الغندسة (الجزء الأول) 


الحل: الإحابة هي (ج): 





ما أن حيط 488۳ يساوي حيط 2077170 فإن 
y) + EF‏ - 6) + 9+ (نه - 4) = 3+z+y + EF‏ 
8ح وده 
وبما أن 


O 2_4‏ 0 1 
= 2 فإن 8 = ن + و . أي أن 2 = ن. وهذا فإن 
E y 6 83‏ 


Vet 


)٤١(‏ [1958 4815318] ف الشكل لمرفق» 48٥02‏ مستطيل» 2 نقطة على 


BD «AB‏ ل AC «PS‏ ل BD «PR‏ ل PQ 1 AF «AF‏ . طول 
8 + ۶۸ يساوي: 


AF () EF (e) AE (ب)‎ PQ )( 

















المضلعات ۲4 


الحل: الإحابة هي (د): لاحظ أن ۸474 م ۸۲7۸. ولذا فإن 


= 00 وها أن PAT = PBS = APT‏ فإن A7‏ = 27 . ولذا فإن 


AT 
.PR+ PS = AQ + QF = AF «iij .PS = QF «PR = AQ 


MC 1987[ )55(‏ .اAu]‏ رسمنا المستطيل ۶577 داخل المثلث القائم والمتساوي 
الساقين 2092# . إذا كان 12 - ۶۸ و = 25 فإن مساحة المستطيل 
تساوي: 

(أ) 12-2 (ب) 12- ثم (ج) 72-2 (د) 12-22 
P‏ 
5 


0 
R‏ 72 4 
الحل: الإحابة هي (أ): ± - 12 = ۸؟. وما أن 45° = STR = SRT‏ فإن 
1R‏ متساوي الساقين ويكون ي - 12 = 87 . إذن» 


[PSTU] = »(12 - ») = 122 - لبه‎ . 


]Aus.MC 1991[ )٤۳(‏ طول ضلع المربع 2015 يساوي 12 سم. 7 نقطة 
على ۸5 حيث 51 يساوي 5 سمء ۶7 ل N‏ . إذاكان 4 = 1176 
فإن × يساوي: 


)5 (ب) 7 (ج) 9 (@ 11 











۰ الهندسة «الجزء الأول) 
4 ع 


8 
سالا‎ 
8 7 R 


الحل: الإحابة هي (ج): ارسم 117 || 517. عندئذى 2007 = 80 و 
.APST = 7‏ 
0 2 


إذذء 57 = 67. ولكن 13= 12+ 4/52 = ١‏ . ومن ذلك يكون 


.XN =13-4=9 و‎ MN ع‎ 3 


»2 في الشكل المرفق» 20125 متوازي أضلاع» ۶11 منصف الزاوية‎ )٤٤( 
PN فإن‎ 6M =4 منصف الزاوية 7. إذا كان 6= 58 و‎ RN 
يساوي:‎ 

10 (ب) 1.5 (ج) 2 (د) 2.5 








0 كا 
الحل: الإحابة هي (ج): بما أن 2 = R‏ فإن 1158 = .NRQ‏ ايض © = 8 
و 0#- وص. إذنذء 2087 = .5PM‏ ومن ذلك نحد أن 
.SM = 170 = 4‏ إذن» 9 = 4 - 6 = .PN = PQ -NQ‏ 
(45) قي الشكل المرفق 4802 شكل رباعي محدب» فيه المسافتان من 4 و € 
إلى القطر 872 متساويتان والمسافتان من 8 و 2 إلى القطر ۸0 
متساويتان. إذا کان 5 = 70 فإن 48 يساوي: 
3 (ب) 4 (ج) 5 (د) المعلومات غير كافية 


0 





A 


الحل: الإحابة هي (ج): لاحظ أن ۸40M = ۸00P‏ لأن AOM = COP‏ 
و © = 414 ء والمثلثان قائما الزاوية. إذن» 00 = 04 . وبالمثل» 07 = 08. 
من ذلك يكون 4802 متوازي أضلاع. إذن» 5 = 20 = 48 . 























۲ الغندسة «الجزء الأول) 

(45) 8 نقطة داخل المربع 4801 بحيث أن ۸488 متساوي الأضلاع. إذا 
كان 3 = 8( فإن 07 يساوي: 
3 (ب) 4 (ج) 5 (د) المعلومات غير كافية 


بطو جكب را 


A B 
وأن‎ AD = AB = AE = EB = 80 الحل: الإحابة هي (أ): ا أن‎ 


مد 


.CE = DE = 3 ويكون‎ ADAE = 20878 فإن‎ DAE = CBE = 30° 


ABCD (eV)‏ مربع طول ضلعه ه» M‏ نقطة منتصف 2806 N‏ نقطة 
منتصف 07. إذا كانت 2 نقطة تقاطع ۸11 و 8N‏ فإن 122 
يساوي: 

Q 


0 


M 





B 











YY المضلعات‎ 


0 (ب) ۾ (e)‏ 24 (مم ثم 
الحل: الإحابة هي (ب): ارسم © نقطة تقاطع امتدادي 472 و .8١N‏ 
الآ« .AABM = ABON‏ من ذلك جد أن 2816 = .PAB‏ 
إذن» 90° = .PAB + PBA‏ ووبمذا فإن 90°= 8صم. الآنء 
.۸DN = 2807‏ ولذا فإن ۾ = 80 = 02. إذنء ۸9۶۸ مثلٹ قائم 
الزاوية حيث 22 منصف @۸4. وهذا فإن ۾ = فك - PD‏ 
)٤۸(‏ 0 هي نقطة تقاطع قطري المربع 24801 1 نقطة منتصف 80 و ۳ 

نقطة منتصف 62. إذاكان 10/ = 48 فإن 7 يساوي: 

¢ 1 (ب) 2 (ج) 2.5 (ه 10ل 


E 

E 0 

8 4 
الحل: الإحابة هي (ج): لنفرض أن 11 نقطة منتصف 80 . الآن» 1/7 القطعة 
الواصلة بين منتصفي ضلعي لمثلث 8072ه. إذن 82 | "لك و 


OTE BD _ 1/20‏ الله 
کک د وال 214 القتطمة الواصلة ررق متتصقي ملحي مكلت 
20 


EM || 06 «iil .ABOC‏ و = .EM‏ الآن» استناداً إلى مبرهنة 


فيثاغورس للمثلث "817111 خد أن 








iG‏ الهندسة «الجزء الأول) 


EF = FM? + EM? = 2 + - لذ‎ 11-25 
4 16 16 4 


(59) [2012 €8 ۸] رسمنا مربعاً مساحته 4 داحل مربع مساحته 5 كما هو مبين 
في الشكل المرفق. كل رأس من رؤوس المربع الصغير يقسم ضلع المربع الكبير 
إلى قطعتين طول القطعة الصغرى » وطول القطعة الكبرى 5. ما قيمة اى ؟ 


1 2 1 
0( 5 (ب) 5 (ج( 5 (د) 1 





0 
الحل: الإحابة هي (ج): طول ضلع المربع الكبير يساوي 5/ وطول ضلع المربع 
الصغير يساوي 2. إذن» 5/ه = ا+ه و 4 = ”0+ ه. من ذلك نحد أن 
5 = 52 +200 + ۾ و 4 = 2 + ه. أي أن 5 = 4 + 20(5. وبمذا فإن 


.ab = = 
2 


)°۰( ]2011 40108 ] ني ١‏ الشبكز المرفق» كونا المستطيل 4Q۸‏ الذي بعداه 15 
و 25 من تقاطع المربعين المتطابقين ABCD‏ و 200725 . ما نسبة مساحة 
المستطيل P85‏ إلى مساحة المستطيل AQRD‏ ؟ 


A ف‎ 0 














المضلعات 6" 

1 1 2 1 

اک ف ت كه - 
0 5 0 5 © 4 © و 


الحل: الإحابة هي (): نفرض أن »= 4۲ وأن ين = ۶8. عندئذى 
5 ح ين + و 25 = ن + :2. من ذلك نحد أن 10= 2 و 5 = ن. الآن 
[PBCS] _ 5x15 1‏ 
[AQRD] 15x25 5‏ 
]AMC8 2011[ )5١(‏ 4801 شبه منحرف فيه» 15 = 47 » 50 = ›A8‏ 
0 = 80 وارتفاعه 12. ما مساحته ؟ 


(أ) 600 (ب) 650 (ج) 700 (د) 750 
الحل: الإحابة هي (د): 
A 50 B‏ 
12 12 4 
Da x YW $9‏ 
9= 81/ 152-22 0 


6 = 256 / = 12- 20 / دق 


من ذلك بحد أن 16+ 50 + 9 = 2720 . ويهذا فمساحة شبه المنحرف هي 
x (AB + 20( >12 = 3 x125 x12 = T50.‏ 3 
(57) [2005 eyاay]‏ في الشكل المرفق» 13 = 48» 20 = .AD = 5 › D€‏ 


طول 40 أقرب إلى: 
) 20 (ب) 22 (ج) 23 «) 24 



































لفق الهندسة «الجزء الأول) 


20 


الحل: الإحابة هي (د): ارسم 
عموداً من 0 يلاقي امتداد ۸2 
في النقطة 5. من المثلث القائم 
8 بحد أن 





BD = 1/132 - 52 = /144 = 12 = CE 
ومن المثلث القائم ۸280 بحد أن‎ 

BC = ١/302 -12 = / 256 = 16 = DE 
وأخيراً من المثلث القائم ۸450 بحد أن‎ 


AC = 1/212: +12 = N 585 به‎ 24.4. 


(°۳) [2004 رمارة] في الشكل الرفق» 180127970 غرفة فيها 8 قائمة 
وکل من ركنيھا عند 0 و «AB =10 «EF =20 «ge F‏ 
G۴‏ = ©4ء مساحتها 280. قسمنا الغرفة بحائط 472 إلى غرفتين 
متساويتي المساحة. ما طول 00 ؟ 


40 50 
() 12 زب چ (ج) 15 4 فت 


























المضلعات يفف 


F 20 E 
3 D 
G-77 
1 
10 
8 6 


الحل: الإحابة هي (ب): لنفرض أن ه = G۴‏ = ©4 وأن ‏ = 20. عندئذ» 
الغرفة هي مستطيل بعداه 20 = 57 و :ه + 10 - 706 + ۸8 مطروحاً منه 
مستطيل بعداه » = ©4 و 10 - 48 . وبما أن مساحة الغرفة تساوي 280 
فإن: 

0 = :10 - (نه + 20010 

280 = 200 + :ه10 

=8 

الآن» ۸48٥2‏ شبه منحرف قاعدتيه 10 و ل ومساحته تساوي 140 (نصف 


مساحة الغرفة) وارتفاعه 12 = ۾ - 717 = 807 . إذن» 
0 = (1 +10( »212 
(54) [2003 تإءانوهه] في الشكل المرفق 48٥02‏ مربع طول ضلعه 10. إذا كان 
8 = × = 4۲ فما مساحة الشكل الرباعي 8117 ؟ 
أ( 16 (ب) 20 (ج) 24 «) 40 








۲4 الهندسة (الجزء الأول) 


A 2 
26 


0 1 
الحل: الإحابة هي (ب): لاحظ أن 
[BXDY] = [ABCD] - [DCX] - [BAY]‏ 


(10) 1 x10x8 x10x8 
9 2 


0 = 40 - 40 - 100 = 
]Fermat 2010[ )55(‏ في الشكل المرفق» 20775 مستطيل فيه 5 = 220 
3 -08. قسمنا القطر ۶۸ إلى ثلاث قطع متطابقة» 

UR‏ = 7 = ”21 . مساحة الشكل الرباعي 51017 تساوي: 


N | كن‎ 


0 (ب) 5 ( 1 «) 34/. 


ج 


الحل: الإحابة هي (ب): لاحظ أولاً أن 


[PQR] = [PSR] : و ووو‎ 























المضلعات ۲۹4 
لاحظ أيضاً أن [7100]] = PT =TU - 1017  نأل [P74] = [7UQ]‏ 
وارتفاع كل منها هو المسافة من © إلى القطر ۶۸. إذنء 


5 _ 15 1 5 5 
.[TUQ] = = x— = _‏ بام — = .[TUS]‏ بهذا فإن 
3- ×= ھت وبلشلء 3-(05]. وهنا فإ 
55 
.[STQU] - 2+2 = 5‏ 
[TQ] = +3‏ 


]Fermat 2010[ )55(‏ في الشكل لمرفق» 20175 معين» 6 = 50 = ۶5 
P7 = RT =4‏ . $7 يساوي: 
() 7/3-3 (ب) 3 - 4/10 (ج) 10 (۵ 11 


R 
الحل: الإحابة هي (ج): بما أن 20775 معين فإن 14 نقطة منتصف القطرين‎ 
المتعامدين 8م و 05. من ذلك نحد أن 3 - و20 - 5 = 011 . الآنء‎ 
باستخدام مبرهنة فيثاغورس للمثلث 185 نحد  أن‎ 
وباستخدام مبرهنة فيثاغورس مرة أخرى للمثلث‎ . 1 = 6 - 3 = 3 
إذن»‎ . 7 = 14 - )3۷3(” = ١/169 = 18 خد أن‎ 7 


ST = MT - 5لا‎ =13—-3= 10. 


۴erm 2007[ )50(‏ ] في الشكل المرفق» لدينا ثلاثة مربعات طول ضلع كل منها 





























۰ الهندسة (الجزء الأول) 


3» © مركز المربع ۸802 . خيط الشكل 07080161210420 أقرب 
إلى: 
21 (ب) 23 (ج) 24 (د) 30 


الحل: الإحابة هي (أ): حيط الشكل المطلوب هو 

QR + RB + BC + CX + XY + ZY + ZD + DA + AP + PQ 
= 18 + RB + CX + ZD + AP 

بما أن 0 مركز المربع ۸48٤٥2‏ فإن 02 = 00 = 08 = 04. وما أن 

0P = OR = OX = 7‏ فإن 2D‏ = غ0 = .4P = RB‏ وهذا فإن 


حيط الشكل المطلوب يساوي 442 + 18. الآن» ۸408 مثلث متساوي 





AB N2 . :‏ 
الساقين قائم. أي أنه مثلث 90° - 45° - 45° . إذن» = == 40. 
د 2 2 
وس - 3 = 4۳ . وهذا يكون الحيط الطلوب هو 


320/2 


+515 5ن - وو = | ڭو 4 +18 





(0) [2009 idاEuc]‏ 4802 شبه منحرف قائم. 20 || 48 || 50 و 








المضلعات 1 


0 يقسم شبه المنحرف إلى شبهي منحرفين متساوبي المساحة. إذا كان 
=z «PQ =5‏ 48 » بن - ùji DC‏ 2ن + 1 يساوي: 


25 (ب) 35 (ج) 45 (۵) 50 


A شش‎ B 





D' y-5 7 5 


ارسم العمود 47 على 20 والعمود ۲۶٣‏ على 0٥‏ . الآن» كل من 48Q٤‏ و 
2007 مستطيل. من ذلك يكون نه-5 - ۶۳ و 5- ن = 27. لنفرض 
أن م = 80 و»ء = 90 . الآن» 


[APQB] = 2 +5) xb 























rr‏ الهندسة «الجزء الأول) 
1 
yg) xc‏ + و = [PQCD]‏ 


وا أن الساحفين متساويئآن حك أن xb = 3(5 +) xe‏ )5+( 














1 ع ء 
-. أي أن 
2 5 
گے چا أن فوقوم قوقع ون کے تلق ی ن 
١ PFE ‘BE 5+y 6‏ 
9 0 ا تك س و 
0-5 5# ”5 ©-5 5 
5ج ع _قجعه 
5+y 5-‏ 


)z + 5()5 - (ه‎ = )y - 5()5 + y( 
25 - = شن‎ -5 
ن + قبع‎ = 50. 
«OD = DE «AB = 80 = 20/2 في الشكل افق«‎ ]Euclid 2007[ )59( 
حيط الشكل 48025۸4 يساوي:‎ . 848 = 75° »CDE = 60° 


5 +42 +3 (ب)‎ 4+42 + 2/3 ( 
5 + 42 +3 (ج) 23+ 4+2 (م‎ 
A 
E 
D 
B C 


الحل: الإحابة هي (أ): بما أن ۸480 متساوي الساقين فإن 45° = 8460 . 














المضلعات rrr‏ 
إذن» 4 = (2)2۷2/ = 948ل = 40 . الآنء 

CAE = EAB - BAC = 75° - 45° = 30°.‏ 
إذن» ۸۸4٥0٤‏ هو مثلث 60-90 -30°. من ذلك نحد أنء 


۳ 


EC = 340 =2‏ وان 3 - 0 3 - AE‏ الآن» 2028 فيه 


0D = 9‏ و 60° = D€‏ ولذا فهو متساوي الأضلاع ویکون» 
2 = 80 = 02 = 882 . بالتالي حيط الشكل المطلوب هو 
AB + BC + CD + DE + EA‏ 
83 + وله + 4 = 90/3 + و + 9 + 90/9 + 22 = 


]M40 2012[ )٦۰(‏ 480 مستطيل مساحته 96. ”401777 متوازي أضلاع 
حيث 27 عر بالنقطة 2 . ما مساحة ACEF‏ ؟ 
() 48 (ب) 72 (ج) 96 «) 108 
الحل: الإحابة هي (ج): 




















درق الهندسة «الجزء الأول) 
عيّن نقطة © على 40 بحيث يكون €( ارتفاع اثلث 420ه. 
بما أن AC || EF‏ فإن .DG 1 EF‏ إذن» DG‏ هو ارتفاع متوازي الأضلاع 
CEF‏ 4 . الآن» 

[ABOD] = 24D0] = 2 xx DG x AC 


- 26 x AC = [ACEF] 
.]4 077[ = 96 وهذا فإن‎ 


«AB - 18 المستطيل 4807 فيه‎ ]AMC10A, AMC12A 2006[ )5١( 
قسمنا المستطيل 4801 إلى سداسيين متطابقين كما هو مبين‎ . 20 = 8 
في الشكل بحيث يمكن تغيير موقع السداسيين دون أن يتقاطعا لإنشاء مربع.‎ 


ما قيمة لي ؟ 
أ( 6 (ب) 7 (ج) 8 (د) 9 
8 8 4 
1 
8 8 
جا .2 2 
18 


الحل: الإحابة هي (أ): بما أن السداسيين سيكونان مربعاً دون أن يتقاطعا فإن 
المساحة لن تتغير. مساحة المستطيل تساوي 144 = 18× 8. وبحذا فإن مساحة 
المربع هي 144 ويكون طول ضلعه يساوي 12. الطريقة الوحيدة لإنشاء هذا المربع 
هي 














12 


ويحذا فإن يساوي نصف طول ضلع المربع أي أن 6= 12 y=‏ 


]AMC10B 2006[ (AY‏ المعين 48٤0‏ يشبه المعين 8۴0(٤‏ . مساحة المعين 
80D‏ تساوي 24»› 60° = 845 . ما مساحة المعين BF DE‏ ؟ 
6 (ب) 4۷/3 (ج) 8 )¢ 60/3 


D 0 


A B 
الحل: الإحابة هي (ج): لاحظ أن 60 = 208 = 048. ولذا فإن‎ 
لاحظ أيضاً أن ۸082 = ۸482 وکل منهما‎ . 120 = 180 = 10° 
مثلث متساوي الأضلاع طول ضلعه يساوي طول ضلع المعين 4802 وليكن ء.‎ 
إذن» و = 812 . طول 40 يساوي ضعف ارتفاع المثلث المتساوي الأضلاع الذي‎ 














۳ الهندسة (الجزء الأول) 


طول ضلعه و. إذن» ويم - گ گرو = وي فة القظر. الأكر للحن 


BFDE‏ إلى القطر الأكبر للمعين 4801 هي دنه النسية .بين 
د 2 
2 
1 1 : 
المساحديق = إع. بهذا فإن مساحة المعين 5877217 تسا 
E FE‏ - 
ےک 
3 


(۳) [2008 110124 ,4210104] نسبة عرض الصورة التلفزيونية إلى ارتفاعها 
في التلفزيونات القديمة هي 4 إلى 3. أما نسبة عرض الصورة التلفزيونية إلى 
ارتفاعها في معظم الأفلام ليست 4 إلى 23 ولهذا عند عرض فيلم على 
شاشة تلفزيون تظهر شريحتان معتمتان هما الارتفاع نفسه أعلى وأسفل 
الشاشة» كما هو موضح في الشكل الرفق. لنفرض أن نسبة عرض الصورة 
التلفزيونية إلى ارتفاعها لأحد الأفلام هي 2 إلى 1 وقطر شاشة التلفزيون 
القددم المعروضة عليه هو 27 بوصة. كم بوصة ارتفاع كل من الشريحتين 
المعتمتين ؟ 
) 2.25 (ب) 2.5 (ج) 2.7 () 3 

















المضلحات ۷ 


الحل: الإحابة هي (ج): نفرض أن عرض الشاشة هو 42 وارتفاعها هو :3 وأن 
عرض صورة الفيلم هو 20 وارتفاعها هو ن. استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس نحد أن 
قطر الشاشة هو 5 = 164 + و9 = 27. إذنء و ما أنا غرض 
الشاشة يساوي عرض الصورة فإن :4 = ى2. أي أن 2 = ي . إذن» ارتفاع كل 
من الشريحتين هو 


3-y 31-2: 2 2 


2 
2 2 2 10 


]AMC104 2008[ )55(‏ قاعدتا شبه المنحرف 4807 هما 48 و 072 
والنقطة × هي نقطة تقاطع القطرين. إذا كان 9= 48» 12 - 220 
مساحة ۸4۸2 هي 24 فما مساحة شبه المنحرف 4801 ؟ 

92 (ب) 94 (ج) 96 (د) 98 


8 4-9 
0 12 1 
الحل: الإحابة هي (د): با أن 02 || 48 فإن 80167 سم .۸4BK&‏ إذن 
KB _ AB _3‏ _ مكر 
KC KD CD 4‏ 
لاحظ أنه إذا وحد مثلثان يشتركان في الارتفاع فإن النسبة بين مساحتيهما تساوي 
النسبة بين قاعدتيهما. الآن» ارتفاعا المثلفين 84168 و ۸4۸72 من 4 إلى 872 


























4 الهندسة «الجزء الأول) 


.[AKB] = & x 24 = 18 ھی و 2 2ا2 إذنء‎ 
4 [AKD] KD 4 


وبالمثل» 32 = 24 x‏ د = [DKCO]‏ و 4 = [BKC]‏ إذن» 
.[ABCD] = 24 + 32 + 24 +18 = 8‏ 
ABCD ]AMC10B 2008] )55(‏ شكل رباعي فيه 01 = 80 = 48 و 
5 = 480 و 170° = 801 . ما قياس الزاوية 8۸45 ؟ 
أ( 80° (ب) 85° (ج) 90° (د) 95° 
الحل: الإحابة هي (ب): ارسم منصف كل من الزاويتين 4860 و 805 ليتلاقيا 
في 2 كما هو مبين في الشكل أدناه. 


85° 


35° 
A B 


سنبرهن الآن أن 42 ع ۲ . لاحظ أن ۸08۲ = ۸48۲ بضلعين والزاوية 
ا محصورة. أيضاً» ۸02۶ = ۸08۲ . الآن» 


. PAB = PCB = 85° . 088 = 180° - (85° + 35°) = 60° 


CPD = 60° CDP = 35° «APB = 60°‏ . إذن» 180° = طق ومن ثم 























المضلعات ۴۹ 


. BAD = PAB = 85° ل . وهذا فإن‎ € AD 


(57) [1999 رعاره] يمر خط الغاز الرئيس خلال القطعة المستقيمة 20. من 
نقطة 7 على 20 يتفرع حطان» أحدها لتزويد البيت والثاني لتزويد 
البيت N‏ بالغاز. ما أصغر بجموع لطولي الخطين 727 + 711 ؟ 
)( 200 (ب) 202 (ج) 210 (د) 214 


105 


M ص‎ 


1 


] | 
N 55 @ 


الحل: الإحابة هي (أ): نعين أولاً النقطة ۸ على 514 بحيث يكون 
2017 مستطيلاً. عندئذ» 50 105-55 = 1۸ . ويحذا فإن 


. RN = 1/1302 -502 = 0 


م 55 FR‏ لق„ 


130 120 











6٠‏ الهندسة (الجزء الأول) 


الآن» نفرض أن £ هي صورة انعكاس 17 على 20 . ما أن 42:50 = 81770 
فإن 15 = 7¥. ولذا فإن 75+ 114 = 1237 + .TM‏ 


7 105 P_55__W 








N 55 © 5 6 


الآنء من الواضح أن 75 + 111 يكون أصغرياً عندما تكون النقاط 11؛ 7» $ 
على استقامة واحدة. وفي هذه الحالة فإن 145 = 75 + 71. وبإنشاء المثلث 
MSW‏ نهد أن 200 = 120+ MS = ١/1602‏ . 


(51) [1998 بإعانوه0] طول المستطيل 48٥02‏ يساوي 9 وعرضه يساوي 5. 
تقسم النقاط 217 ×> ¥> 2 القطر 40 إلى خمس قطع متساوية 
الأطوال. ما مساحة المنطقة المظللة ؟ 


م 36 

20 (ب) 18 (ج) 21 (د) 36 
اا ا 4 
ae 7 ٠ 21‏ کے 2 








المضلعات 5:١‏ 
الحل: الإحابة هي (ب): لاحظ أولاً أن مساحة 4480 هي 
45 1 5 
== 9×5× == [480]. الآنء جيع لمثلثات BX ›»۸A۸8BW‏ 
8 9 1 | 2( جميع ت «AW cA W‏ 
»AXBY‏ 41782 » 5280 فا القواعد والارتفاعات نفسها. مساحة كل من هذه 


المثلثات يساوي کے بالمثل مساحة كل من الثلثات 2254710117 


ADC «AY DZ «AXDY «AWDX‏ تساوي إذن» مساحة المنطقة المظللة 


4x3 =8 تساوي‎ 








۲ 


الغندسة (الجزء الأول) 


مسائل غير محلولة 


200 


ف 


002 


(5 


[2007 210108ه] 4180107 خماسي محدب متساوي الأضلاع فيه 
0° = 8 = 4 . ما قياس الزاوية 8 ؟ 


¢ 90° (ب) 108° (ج) 120° (د) 150° 


]AMC108B, AMC12B 2007[‏ 48072 شكل باعي فيه 
0 = 380 = 28 = 4 . قياس 4 أقرب إلى 
(ً) 125° (ب) 144° (ج) 153° (د) 173° 


[2008 4210104] مربع ,5 مساحته 16. نصفنا كل ضلع من أضلاعه 
لإنشاء مربع أصغر رك رؤوسه نقاط منتصفات أضلاع ,8 . أنشأنا المربع و5 
من (5, بالطريقة نفسها. ما مساحة المربع ,5 ؟ 

10 (ب) 2 (ج) 3 (» 4 


]AM٣108, 843110128 2009[‏ حديقة مستطيلة قطعنا منها مثلثين 
متطابقين متساوبي الساقين لزراعتهما بالورد كما هو مبين في الشكل المرفق. 
الحزء المتبقي من الحديقة هو شبه منحرف طول ضلعيه المتوازيين 15 و 25. 
نسبة مساحة المنطقة المزروعة بالورد إلى مساحة شبه المنحرف هي: 


1 1 
| چ ت - 
0 4 © و © 


. ش 


1 
5 











ر 


CD 


06 


المضلحعات Yt‏ 
]Aus.MC 1992[‏ 20105 متوازي أضلاع فيه 130° = ©. ما قياس 
الزاوية 2 ؟ 


أ( 30° (ب) 45° (ج) 50° (د) 130° 


130° 


° 


P 5‏ 
]Aust. MC 1993[‏ ي المستطيل 5075 للمبين قي الشكل المرفق» 
8 = 0صء 6 = 312 12 = 7۸ . مساحة المنطقة المظللة تساوي: 
( 54 (ب) 81 (ج) 185 (د) 150 
P 2‏ 


5 78 R 
«PQ =10 288 = 4 شبه منحرف«‎ 2085 [Aust.MC 1994] 
ارتفاعه يساوي 6» 7 منتصف 80 . مساحة المنطقة المظللة تساوي:‎ 


) 26 (ب) 27 (ج) 34 (د) 42 
ےق 

















قا الهندسة (الجزء الأول) 

(8) [1996 ©21.]وناك] يتكون شعار إحدى شركات النشر من معين مرسوم 
داحله الحرف ۲ كما هو مبين في الشكل حيث نقطة التقاء خطوط الحرف 
۲ هى مركز المعين. نسبة مساحة المنطقة المظللة من الشعار إلى مساحة 
الشعار الكلية تساوي: 


4 1 رب 4 ري 3 م 
3 2 € 8 12 


]Au M٣ 1993[ )9(‏ الشكل المرفق ثماني منتظم طول ضلعه 4. مساحة 
المنطقة المظللة تساوي: 
¢ 16 (ب)(1+0/2)ة (ج24 م (۷2 +161 


]Aust.MC 1998[ )٠١(‏ 2085 شبه منحرف فيه 527 || 20 920 = وزو 








المضلعات »> 
.LR = 319 »)077 = NR «PM = MQ‏ إذا كان 1= 270 فإن 
نسبة مساحة 81,1177 إلى مساحة شبه المنحرف 200105 هي: 


0 ری 3 [ 4 2 
8 2€ 3 


1 
4 
P M Q 


5 1 R 


]Aust.M٣ 1992[ )١١(‏ مساحة المستطيل 20105 تساوي 80 ومساحة المثلث 
7 تساوي 50. ما مساحة المثلث @Q‏ ۸70 ؟ 


2 (ب) 4 (ج) 5 (د) 8 
U‏ 


P 12 0 


9 R 
ق الشكل المرفق» 20125 مربع» ۸۶77 متساوي‎ ]Aut.MC 1992[ )۱۲( 
الساقين فيه 257 = ۲7» ۶۲ و 2757 يثلثان الزاوية ۶ . إذا كانت‎ 
مساحة المثلث ۸۶77 تساوي 1 فإن مساحة المربع 200105 تساوي:‎ 
5 (ب) 3 (ج) 4 (د)‎ 20 








4" الهندسة (الجزء الأول) 
P 2‏ 


5 1 R 


]A MC 1994[ )۱۳(‏ لتكن 7 نقطة داخل المربع 4801 حيث 5 = طم 
1 - 0طء 4 = D۶‏ . ما مساحة المربع 4801 ؟ 
9 (ب) 15 (ج) 17 (@ 19 
A B‏ 


ا و و 


M٣ 1996[ )١ ٤(‏ .اAu]‏ القطع المستقيمة المنقطة منصفات لزوايا مستطيل طوله 
2 وعرضه 7. المسافة 0 تساوي: 
ل( 72-52 (ب) 70-20 (ج) 70 م )( 20ل m‏ 

















المضلعات 4۷ 

[AMC8 2008] (1°)‏ ف المربع .CD = 2DE «AF =2FE «ABCE‏ 
نسبة مساحة المثلث ۸8۴0 إلى مساحة المربع 480# هي: 

ر رب 2 و 2 ری + 

3 18 € g9 6 


A B 


F 


E د‎ 0 


)١17(‏ [2006 2408ه] كونا الحرف 7 المبين في الشكل المرفق بوضع مستطيلين من 
النوع 4 × 2 بجحانب بعضهما البعض. ما حيط الحرف 7 ؟ 
16 (ب) 20 (ج) 22 «) 24 


«AB = 80 -10 24807 في الشكل الرباعي‎ ]AMC8 2005[ )١0( 
؟‎ ۸٥ ما طول القطر‎ . 120 = 60° »CD = 24-7 
18.5 (ب) 17.5 (ج) 18 (د)‎ 17 








۲۸4 الهندسة «الجزء الأول) 


A 


C 


M08 2005[ )1(‏ ] ما محيط شبه المنحرف 4802 المبين في الشكل المرفق ؟ 


( 180 (ب) 188 (ج) 196 ( 200 
B 50 6‏ 
ذا ا 
[ | 
7 لجكم 


(19) [2004 01©8ه] في الشكل لمرفق ۸48٥02‏ مستطيل» 5۴6G‏ متوازي 
أضلاع» 4 عمودي على كل من 778 و 76. ما طول 4 ؟ 
أ( 7.1 (ب) 7.6 (ج) 7.8 (د) 8.1 
A_4 E 6 B‏ 


3 
H 


F 
سك‎ 
3 


D 6 7 4 


5 











المضلعات ۲4 

28 مساحة شبه المنحرف 4802 تساوي 164» ارتفاعه‎ ]421168 2003[ )5١( 
ما طول 8€ ؟‎ . 07 - 20 ›AB = 0 

10 (ب) 12 (ج) 13 (د) 14 


.25 في الشكل المرفق» مساحة المربع 7×۲7 تساوي‎ ]M 8 2003[ )۲١( 
طول ضلع كل من المربعات الأربعة الصغيرة يساوي 1 وأضلاعها إما موازية‎ 
وعند‎ 48 = 8٥ 24480 لأضلاع المربع الكبير أو تنطبق عليها. في‎ 
ثنيه على الضلع 80 تنطبق النقطة 4 على مركز المربع 7×۲7 في النقطة‎ 
؟‎ AABC ما مساحة‎ .0 


ری 15 زپ ج 2 2 
A 4‏ € 4 





.3 طول مستطيل 48017 يساوي 5 وعرضه يساوي‎ ]AHSME 1966[ )١١( 
قسمنا القطر 10 إلى ثلاث قطع متساوية 70 = 8۴ = 48. مساحة‎ 
المثلث “22201 تساوي:‎ 


34 
3 





ع 3 5 5 
0 7 (ب) 5 © و زه 








۲0٠‏ الهندسة رالجزء الأول) 

]AHSME 1967[ ((‏ 4802 شكل رباعي قطراه ۸40 و (8 يتقاطعان 
في النقطة 0 . إذا كان 4 = 80» 6 = (01» 8 ع «OC =3 «A40‏ 
6 = 48 فإن 47 يساوي: 
¢ 9 (ب) 6/3 (ج) 8۷2 (د) 1/166 


]AHSME 1968[ )١5(‏ مضلع محدب عدد أضلاعه 7 وقياس زواياه الداحلية 
متتابعة حسابية فرقها المشترك يساوي 5. إذا كان قياس الزاوية الداخلية 
الكبرى يساوي 160° فإن 2 يساوي: 


9¢ (ب) 10 (ج) 12 e‏ 
]AHSME 1970] (°)‏ ¢ الشكل للمرفق 05 || 48› 22-97 

1 1 

0 + (ب) 20-6 (ج( 40-6 (د) a +b‏ 


B 


D 


]AHSME 1972[ )۲(‏ طول ضلع ا مربع 480 يساوي 12» E‏ نقطة على 
720 حيث 5= ۶Q «DE‏ منصف عمودي للقطعة 8 ويلاقي AE‏ 


PM 
في النقطة 11[ . سد يساوي:‎ 
وي‎ MO ا‎ 














المضلعات ۲01 


م 5 5 5 
ا وم بك بك ك 
2 19 13 © و1 7 


]AHSME 1972] )۷(‏ 4802 شبه منحرف قاعدتاه ۸8 و 20 حيث 
E . 48 = 0‏ نقطة تقاطع القطرين. إذا کان 11 = ۸0 فإن 720 


يساوي: 


9 3 1 
- )ت ب 
30 32 (ج): 4 8 2 


]AHSME 1972[ )۲۸(‏ مجموع قياس الزوايا 4 8› ©2 22 8› 7 في 
الشَكل المرفق يساوي 907. ما قيمة 7 ؟ 
2 (ب) 3 (ج) 4 (د) 5 


B 
C 


F E 8 


(19) [2011 ussه6]‏ مساحة المربع 48602 تساوي مساحة المربع 91611 . 
الرؤوس 8» 8> 20 25 على استقامة واحدة. مددنا القطر 40 إلى 








Yor‏ الهندسة «الجزء الأول) 


نقطة منتصف €[ وهي 7.. نسبة مساحة المنطقة المظللة إلى المساحة 


الكلية هي: 
5 5 2 3 
کے اا حت ّ أن 
0 3 7 16 © و و 
A 2‏ 

B 7 EH 

5 

F G 


]6uss 2011[ )۳۰(‏ ارتفاع شبه المنحرف القائم 4B‏ يساوي 12» 
6 = 48 » مساحته تساوي 2. ما محيطه ؟ 
50 (ب) 51 (ج) 52 (د) 56 
A D‏ 


B 0‏ 
(1؟) [2007 وقناه] في الشكل المرفق» 4802 مربع طول ضلعه 6» 7×۲7 


مستطيل» 10= 2¥۷» 6= ۷×. ×۷ 1 42 . إذا كانت مساحة 
المنطقة المظللة تساوي نصف مساحة 0×۲7 فما طول 4 ؟ 








1 (ب) 1.5 (ج) 2 و 25 


7 10 ¥ 


(۳۲) [2003 ussه6]‏ مساحة المربع 4802 المبين في الشكل تساوي 25. إذا 
كان 200172 معيناً مساحته 20 فما مساحة المنطقة المظللة: 
9 (ب) 10 (ج) 11 (د) 12 
A B‏ 


0 
D C 


(۳۳) [1998 ussه]‏ أحطنا خماسياً متساوي الزوايا بمثلثات ومربعات كما هو مبين 
في الشكل. ما قياس الزاوية :2 ؟ 








0" الهندسة «الجزء الأول) 
60° (ب) 72° (ج) 75° (د) 90° 


]M40 1990[ )۳٤(‏ ما مساحة معين طول ضلعه يساوي 13 وطول أحد قطريه 
يساوي 24 ؟ 


)أ( 120 (ب) 180 (ج) 210 (د) 240 


)٠١(‏ [1987 ©8]4] قطر مزرعة مستطيلة الشكل يساوي 37. طول المزرعة 
ينقص بمقدار 1 عن ثلاثة أمثال عرضها. ما طول السلك الشائك الذي 
نحتاحه لإحاطة المزرعة ؟ 


(أ) 47 (ب) 63 (ج) 82 (د) 94 


]AHSME 1984] (۳)‏ ف الشكل المرفق» ۸802 شبه منحرف» 02 || ›A۸8‏ 
BOD = 45° BO = N2 «AB - 5‏ 60° -024. ما طول 
DO‏ ؟ 
8 (ب) 1/3 +8 (ج) 9 () 1/3 +و 


7 ON 

D 0 

]Mathcounts 1984[ (۷(‏ في الشكل المرفق» (48001/ مستطيل فيه 
.DE = 280 - 18 » 411 = MB = 2‏ ما قيمة » التي تحعل 


مساحة المنطقة 41٤0‏ تساوي ضعف مساحة لمنطقة 1180077 ؟ 
() 10 (ب) 15 (ج) 20 (د) 25 








Yoo 


DB 7 02 


]Mandelbrot #1] (A)‏ في الشكل ا مرفق كل من (41901 و 101011 مربع 
حيث 1= 48 . مساحة 577011 تساوي: 


و ر a@8)‏ 
و € 3 9 


ا 


(۹) [2005 لهءقدوط] في الشكل المرفق» أنشأنا المثلثين القائمين (84191» 
18170 داخل المستطيل 48017 حيث 7 نقطة واقعة على 2/7 . إذا 
كان 21 = BF = 45 »ED = 72 ›AE‏ فما طول 48 ؟ 


م 1 
5 


أ 48 (ب) 50 (ج) 52 (۵) 54 


D 

















0 الهندسة «الجزء الأول 


(50) [2004 41] في الشكل المرفق ۸802 شبه منحرف فيه 02 || ۸8» 
فد هكف 69:28 86 | AK‏ هه ]] 7ه اسا مساحة 
4717 إلى مساحة شبه سس ABCD‏ 0 


10 


Et. 8 اوت كد‎ 
105 7 105 © 105 7 105 © 
A B 


D Y XX C 


(51) [2000 1قهموط] مساحة لمربع 4802 تساوي 64. رؤوس المربع 
7011 هي منتصفات أضلاع المربع 4801. 07 216 /1» 11 هي 
منتصفات أضلاع المربع 5۴6# . مساحة المنطقة المظللة تساوي: 





أ( 16 (ب) 20 (ج) 24 ) 32 
A4 1 8‏ 
K‏ 
E 6‏ 
1 
D 8‏ 
)٤۲(‏ [2000 ©21.)وسف] ثبتنا المربعات الثلاثة المبينة في الشكل المرفق بعمودين 


رأسيين. ما قياس الزاوية م ؟ 











المضلعات اه" 





() 39° (ب) 41° (ج) 43° هج 46° 


(5؟) [2000 QRS ]Aust.MC‏ شكل رباعي فيه 90° = ٨5۸‏ = 029 . 
'7 نقطة على القطر 2/9 2/9 1 '51,: 1= 25. ما طول 20 ؟ 
() 2+3 «ب)2/3-1 (ج) 3+1 «م N3+1‏ 





(5؛) [2002 ]Aut. MC‏ ف الشكل المرفق» 07171136 متوازي أضلاع مساحته 
4. 1 منتصف ×ل و N‏ منتصف 77. مساحة ۸9۲0 تساوي: 
27 


4 0 V P 








Yo‏ الهندسة (الجزء الأول) 


21 (ب) 24 (ج) 27 «) 36 


(5؛) [2005 ]AusMC‏ 2085 متوازي أضلاع» 1 نقطة على 20 حيث 
1 - ,1 و 2= @1. 11 نقطة تقاطع 2۸ و 1,5. نسبة طول 721 
إلى طول MR‏ هي: 


4 4 رن ۳ ر () = 
4 3 2€ 


1 
L 


2 
0 R 


(7؛) [1992 ]M۸0‏ ...41802 مضلع منتظم فيه 120° = 105 . ما عدد 
أضلاعه ؟ 
50 (ب) 6 (ج) 8 )9 


]AHM۴ 1973[ )٤۷(‏ مجموع زوايا مضلع محدب ما عدا زاوية واحدة يساوي 
7 . عدد أضلاع المضلع يساوي: 
)9 (ب) 10 (ج) 12 (د) 15 


]AHSME 1979[ )4(‏ في الشكل لمرفق» ۸4802 مربع» ۸488 متساوي 


الأضلاع. قياس 485 يساوي: 


() 15° (ب) 20° (ج) 22° () 25° 








C B 


(59) [1980 1515318ه] في الشكل الرباعي المحدب المرفق» 3 = ۸8» 
AD -13 »€D=12 80 - 4‏ 905 -684. ما مساحة 
الشكل الرباعي (4801/ ؟ 


)( 24 (ب) 30 (ج) 36 (د) 42 
4 


1 A 
يتقاطع مربع طول ضلعه 4 مع مربع طول ضلعه 3 کما هو‎ ] M۸0 1987[ (0) 
مبين في الشكل حيث ( مركز المربع الصغير. ما مساحة المنطقة المظللة‎ 
؟‎ DGFE 
25 6 2.5 وي 2:25 (ج)‎ 2 ¢ 


١ 


E 








1 الهندسة (الجزء الأول) 


[AHSME 1993] (°1)‏ 48028 خاسي عدب فيه 120° = 8 = لم 
DE = 4 «AE = AB = BO =2‏ = 09 . ما مساحة ABCDE‏ ؟ 


7 (ب) 7/3 (ج) 8 (ه 83 
2 


A B 
في الشكل المرفق» 4 مركز مربع طول ضلعه يساوي‎ ]Mathcounts 1992] )5( 
ما قيمة » إذا كانت مساحة المنطقة المظللة تساوي 2 سان‎ .0 


المربع 5 
) 32 (ب) 35 (ج) 37 (د) 40 
83 17 


]1M٤ 1998[ )٥۳(‏ طول ضلع المربع المرفق يساوي 1. قسمنا المربع إلى ثلاث 














المضلعات 4 


مناطق مساحاتها متساوية كما هو مبين في الشكل حيث 4 مركز المربع. ما 


قيمة 2 ؟ 


3 8 5 
| اتا ب - 2 
0 5 (ب) 4 9 








]AHSME 1998] (° (‏ الشكل الرباعي 48072 فيه 120 = 4 
4D = 46 AB = 18 28 = 2 = 90°‏ . ما طول 40 ؟ 
أ 60 (ب) 62 (ج) 64 (د) 65 


(ه) ]1997 ]AHSME‏ 480172 مربع طول ضلعه 2» 5 نقطة منتصف (41» 
17 نقطة على 2817 817 ل ”017. مساحة الشكل الرباعي ”010191 
تساوي: 

9 LE 
7 وبع (ج) قله‎ 20 
A E D 


مس 0 

















زلف الهندسة «الجزء الأول) 


(57) [1995 8153183ه] كونا خماسياً بقطع مثلث من زاوية مستطيل كما هو مبين 
في الشكل. أطوال أضلاع الخماسي هي 13ء 19: 20ء 25» 31 (ليس 
بالضرورة بهذا الترتيب). مساحة الخماسى تساوي: 


)أ( 459 (ب) 600 (ج) 720 )د( 745 


م 





(7ه) [2002 رماره] ف شبه المنحرف 4802 المبين في الشكل 720 1 87 » 
BD‏ ل .AF‏ 41 = 48؛ 50 = BF = 9 AD‏ . ما مساحة الرباعي 


FECD‏ ؟ 
)( 900 (ب) 960 (ج) 1300 (د) 1560 
D‏ و A‏ 
B E 00‏ 


(58) [2000 تإعانره0] في السداسي لمنتظم ٠48010107‏ © نقطة تقاطع 


, [FEDG] 
` [BCG] 





القطرين ۴٥‏ و 85 ما قيمة 














المضلعات 1 


7 ۵( 6 (ب) 5 (ج)‎ 4 
A B 
F C 
E D 


]۴ermat 2004[ )59(‏ ف الشكل المرفق» ۸48٥02‏ مستطيل» 7 نقطة على 
»DE = 3 «CED = 90° «AB‏ 4 = 80 . ما طول 42 ؟ 
() 1.8 (ب) 2.2 (ج) 2.4 (د) 2.8 


A E B 


D C 


]Eue14 2007[ )٦۰(‏ في الشكل المرفق» القطعة المستقيمة ۳06 تمر برأس المربع 
4802 حيث ”7 نقطة على امتداد 48 و © نقطة على امتداد 472 . 


1 1 
پک بای 
6 م سوي 


م 1 5556 3 ا 
2AB 7 AB 0‏ © ورج 20 











14 الهندسة «الجزء الأول) 





(11) [2000 4نفاعناظ] قطعنا ست قطع متطابقة من لوح حشبي كما هو مبين في 
الشكل. قياس كل من زوايا القطع يساوي ”. أنشأنا من هذه القطع إطاراً 
سداسياً كما هو مبين. ما قياس الزاوية و 


أ 30° (ب) 40° (ج) 50° (د) 60° 


| ممح مح مح م 


(57) [2003 ف4ناعدظ] في الشكل لمرفق 48010177 » سداسي منتظم مساحته 
6 . الشكل المظلل هو سداسي ناتج عن تقاطع المثلثين المتساوبي الأضلاع 
AACE‏ و 2887121 . ما مساحة المنطقة المظللة ؟ 
¢ 8 (ب) 10 (ج) 12 (د) 14 














Yo المضلعات‎ 


B D 


]Euc1i4 2002[ )77(‏ في الشكل المرفق» 480257 سداسي منتظم طول ضلعه 
0. إذا كانت ×› ¥› 2 نقاط منتصفات ۸8» 2072 87 على 


التوالي فما طول 7× ؟ 
() 12 (ب) 13 (ج) 14 (د) 15 
A 8B‏ 
10 
F C‏ 
اط 2 
E D‏ 


]AMC10B 2012] )14(‏ في المستطيل «AD = 30 «4B = 6 «48©D‏ © 
منتصف (4. مددنا 48 بمقدار وحدتين إلى النقطة 7. ۴ نقطة تقاطع 
ED‏ و .BC‏ ما مساحة BFDG‏ ؟ 


135 133 


0( 8 (ب) 67 ا (د) 68 








للق الهندسة «الجزء الأول) 


(55) [2012 401©104] في الثلاثة مربعات المتطابقة والتي طول ضلع كل منها 
يساوي 1» © نقطة تقاطع القطرين ۸۴ و 8٤‏ كما هو مبين في 
الشكل. ما مساحة المثلث ۸48€ ؟ 


م 1 و د چ (د) 2 
Bo 6‏ € 9 3 


A B 








المضلعات ينض 


إجابات المسائل غير المحلولة 

(0)د )د (۳) د )٤(‏ ب () ج 
(5) ج (۷) ب 0 ج (9)د )اب 
0 08 ب )ج 09 ج )٠١(‏ ج 
(15) ب ا GD‏ (۱۹) ب ا 
)اج )ج (۳) د 9 (05) د 
55 ج )۷ )ج (۲۹) ب 00 ج 
ا اج (۳) ب )٣٣( Ak)‏ د 
)۳١(‏ ب TY‏ (۲۸) ب (۳۹) ب (50) ب 
)٤١(‏ ج )٤۲(‏ ب KG‏ )ج (5:) ب 
(5:) د )٤۷(‏ د GD‏ (49) ج (50) ب 
(۱) ب () ج (۳) د )٤(‏ ب (5ه5) ب 
)٩(‏ د (۷) ب (۸) ب (9۹) ج ( 


١1ك)د‏ 206 م5 (55) ج )٠٥(‏ ب 








الفصل الرابة 


الدوائر 


Circles 


لتكن 0 نقطة في المستوى وليكن 0 < ˆ عدداً حقيقياً. الدائرة التي مركزها 
0 ونصف قطرها ”7 هي مجموعة جميع النقاط 11 التي تبعد مسافة 7 عن النقطة 
0. أي أن 
C(O,r) = {M : OM =r}‏ 
إذا كانت (0)0,7 © 1 فإن القطعة المستقيمة 014 تسمى أيضاً نصف قطر. 


ويهذا فإن نصف قطر الدائرة يعني العدد 7 أو القطعة المستقيمة 014 . 


نقول إن دائرتين متطابقتان إذا وفقط إذا كان نصفا قطريهما متساويين. 


مبرهنة :)١(‏ لكل ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة توجحد دائرة وحيدة تمر 
بالنقاط الثلاثة. 


۳4 


۷۰ الهندسة (الجزء الأول) 

البرهان: نفرض أن ۸4» 8» 0 ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة. عندئذ» 
المنصفان العموديان للقطعتين 48 و 20 غير متوازيين (لأن ۸» 8» 0 ليست 
على استقامة واحدة). ولذا فهما يتقاطعان في النقطة 0. 





ويهذا فإن 00 = 08 = 04 وتكون 0 مركز دائرة تمر بالنقاط ۸4» 8» 0. 
إضافة إلى ذلك» أي دائرة تمر بالنقاط الثلاث يكون مركزها 0 ونصف قطرها 04. 
أي أنما الدائرة نفسها. لا 


إذا كانت (0)0,7 دائرة فإن مجموعة النقاط ۶ في المستوى حيث 
« > 02 تسمى نقاط الدائرة الداحلية (interior of the circle)‏ 
BtC(O;7) = {P :OP <F}.‏ 
كما تسمى مجموعة النقاط © في المستوى حيث ١‏ < 000» نقاط الدائرة الخارحية 
(exterior of the circle)‏ 
ExtC(O0,r) = {Q : OQ > r}‏ 
مبرهنة (۲): مجموعة النقاط الداحلية للدائرة هي مجموعة محدبة. 
البرهان: لنفرض أن (0)0,7 106 € ۸4,8 . عندئف "م > 04 و م > 08. 


لتكن 48 ع 5. عندئذ» إحدى الزاويتين 420 أو 850 ليست منفرحة. 








الدوائر ۷1 





لنفرض أن APO‏ ليست منفرحة. عندئذء» في المثلث ۸8۲0 لدينا 
OB <r‏ > 08 . إذن» .P € Int0(0,r)‏ لا 


ملحوظة: تسمى الجموعة (7 > 011 : 114 = (0)0,7 nt‏ نا (0)0,7 قرصاً 
01519) مركزه 0 ونصف قطره 7. 


الأوتار والأقواس والزوايا المركزية 
[Chords, Arcs, and Central Angles]‏ 
تسمى القطعة المستقيمة الواصلة بين نقطتين على الدائرة وتراً (0مطه). إذا 
مر الوتر في مركز الدائرة فإنه يسمى قطراً (01400167) وتسمى نقطتا طرفي القطر 
نقطتين متقابلتين قطرياً. 


مبرهنة (1): طول أي وتر ليس قطراً في الدائرة (0)0,7 أصغر من 27. 
البرهان: لنفرض أن ۸8 وتراً حيث 4 ¢ 0. 








۷Y‏ الهندسة «الجزء الأول) 


عندئذ» من متباينة المثلث جد أن 27 = 08 + 04 > 48 . U‏ 
ملحوظة: لاحظ أن طول قطر الدائرة (0)0,7 يساوي 27 وأنه أكبر من أو 


يساوي طول أي وتر آخخر من أوتار الدائرة. 


الزاوية المركزية [Central Angle]‏ 
الزاوية المركزية في دائرة (0)0,7 هي الزاوية التي رأسها مركز الدائرة» وبالتالي كل زاوية 
رأسها مركز الدائرة تسمى زاوية مركزية فيها. 


A 








Vr الدوائر‎ 


أقواس الدائرة [Arcs of a Circle]‏ 
إذا كانت 4 و 8 نقطتين مختلفتين على دائرة (0)0,7 فإنحما يقسمان الدائرة إلى 
قوسين» قوس أصغر 1B‏ وهو مجموعة النقاط الناتحة عن تقاطع الدائرة مع نقاط 
الزاوية الركزية 408٠‏ الداخلية» بينما القوس الأكبر 2218 هو متمم القوس 
الأصغر. التقطتان 4 و 8 هما طرفا كل من القوس 48 والوتر 21 ونعبر عادة 

عن ذلك بالقول إن القوس 48 يقابل (أي يواجه) الوتر 48 . 
إذا كانت 4 و 8 نقطتي غاية قطر فإن كلاً من القوسين المقابلين هما 


يسمى نصف دائرة (16همزءنصرهة). لاحظ أن أي قطر يحدد نصفين للدائرة. 


[Measure of The Arc] قياس القوس‎ 

لنفرض أن 4 و 8 نقطتان على الدائرة (0,7)©. إذا كانت 4 و 8 
نقطتي خاية قطر فإن قياس القوس AB‏ (نصف الدائرة) يساوي 180. أما إذا م 
يكن 48 قطراً فإن قياس القوس الصغير 48 بالدرحات يساوي قياس الزاوية 
المكزية 408 المقابلة له وقياس القوس الكبير 41⁄8 يساوي 408 - 360°. 
أما الدائرة فيمكن اعتبارها قوسن كبا ار حيث 8 = 4 ومن ثم فإن قياسها 
يساوي 360 . 
ملحوظة: لاحظ أنه إذا اشتركت دائرتان في المركز 0 وكانت 408 الزاوية المركزية 
هما فإن القوسين AB,‏ و ريم هما القياس نفسه ولكنهما يختلفان في الطول. 








i:‏ الهندسة (الجزء الأول) 





يتطابق قوسان من دائرة واحدة إذا كان مما القياس نفسه. 


مبرهنة (4): لیکن 48 و 02 وترين في الدائرة (0)0,7. عندئذ» 07 = ۸8 
إذا وفقط إذا كان AB = CD‏ . 
البرهان: لنفرض أولاً أن 07 = 48 . عندئذ» ۸002 = 2408 . ومن ذلك 


جد أن 007 = 408 » إذنء» 02 = AB‏ . 
4 ا 
\ 0 
B‏ 


ولبرهان العكسء إذا كان 65 = 48 فإن 005 = 2408 ويكون 
000 = 4408 . إذن» AB = CD‏ . لا 











الدوائر Vo‏ 
مبرهنة (8): لتكن 4 و 8 نقطتين مختلفتين على دائرة مركزها 0. عندئذ» 
المستقيم العمودي على الوتر 48 والذي يمر بالمركز 0 ينصف كلاً من الوتر ۸8 
والقوس 48 (الصغير والكبير). 
البرهان: إذا كانت النقطتان طرفي قطر فالعبارة واضحة. لنفرض إذن أن الوتر ۸8 
ليس قطراًء ولنفرض أن /01 عمودي على الوتر 48 ويقطع الدائرة في النقطتين 
6و2. 





7 
بما أن 08 = 04 فإن المثلثين القائمين 84014 و ۸80۷1 متطابقان» ومن 


و “يي ت 


ذلك بحد أن 1/8 = «4M‏ أيضا 8011 = 401/1 و AOD = BOD‏ . 


إذنء AC = CB‏ و .AD = DB‏ لا 


مبرهنة (5): يتساوى وتران في دائرة إذا وفقط إذا وقعا على مسافة واحدة من مركز 
الدائرة. 
البرهان: لنفرض أن 017 = ۸48. عغندئذ» 2007 = ۸408 ومن ثم 


فارتفاعاهما 014 و 077 متساويان. 








AA, 


ولبرهان العكس» نفرض أن 48 ل 0214 وأن 02 ل 0177. عندئذ 
8 -ح 11ل و8 .DN=CON‏ وا أن 07 - 0M‏ فإن 
0 = 20114 . من ذلك نحد أن 217 = 414 ويكون 02 = 48 . لا 


مبرهنة (۷): لنفرض أن 48 و (01 وتران متوازيان في الدائرة (0)0,7 وأن 
النقطتين 4 و ١‏ تقعان في نصف المستوى نفسه بالنسبة للقطر العمودي عليهما. 
عندذة القوس الصضغير ©4 يطابى القوس الصغير 82 

البرهان: 





.037 = ND ùi, AM = MB فإن‎ MN و 02 ل‎ MN ل‎ AB ما أن‎ 


ولكن 1187 = MAN‏ (نصفا دائرة). إذن» 82 = 40 . لا 














الدواخر ۷ 
مثال :)١(‏ 48 قطر في الدائرة (0)0,7. النقطة £ هي نقطة تقاطع الوتر 01 
مع القطر 48 » 30° = ›CEB‏ 6 = 8إرء 2 = 88 . احسب المسافة من 0 
إلى .CD‏ 


الحل: 


1 


.AB=AEBE+EB =6+2 =8‏ إذنء» 4 - 08. لذا فإن 
2 - 4-2 = 08 . الآنء المغلث ۸801 هو مثلث 90° - 60° - 30 فيه 


0 .OM = OE =1 


مغال (۲): لتكن 4رء 8» 0 ثلاث نقاط مختلفة على الدائرة (0)0,7. إذا كان 
46 ل 48 ولمسافتان من 0 إلى 48 و 40 هما 2 و 4 على التوالي 
فاحسب 48 و 40. 

الحل: 

من مبرهنة (ه) العمود 011 ينصف 48 ولأن 048 قائمة فهو يوازي ۸0 
وعليه نرى من مبرهنتي نقطتي التنصيف نعلم أن 0 منتصف 80 وأن 
20M - 4‏ = 40 . بالمثل 8 = 2017 = 48 . 

















۷4 الهندسة (الجزء الأول) 


B 





0 


مثال (۳): ليكن 408 قطراً في الدائرة (0)0,7. ولتكن © و ( نقطتين على 
الدائرة (0)0,7 حيث 00 ينصف 508 و 05 ينصف #/00. 

(أ) إذاكان 2 = 20 فاحسب طول قطر الدائرة (0)0,7 . 

(ب) إذاكان 700 قطراً فأثبت أن © || 42 . 

(ج) أثبت أن المسافة من 4 إلى 00 تساوي المسافة من 8 إلى 00. 


الحل: 





لاحظ أن 60° = °„ = COD = D04‏ = 800 . 
)4 2002 متساوي الساقين فيه 60° = ». وبهذا فهو متساوي الأضلاع. 
إذذ» 2= D€‏ = 0€ ومن ثم 2489-4 














الدواخر 2 


(ب) في الشكل الرباعي 4200 لدينا 2 = 004 = 2420. إذنء 
AD || OC‏ . 

(ج) با أن كلاً من ۸402 و ۸008 متساوي الأضلاع وطول الضلع يساوي 
نصف القطر فإنهما متطابقان» ولذا هما الارتفاع نفسه. وهذا فالمسافتان من 


4 و 8 إلى 00 متساويتان. > 


مثال :)٤(‏ في الدائرة (0)0,7 المبينة في الشكل الرفق» 26017 قطرء 
PQ «PQ | RS «OA = OB‏ ل RS «OC‏ ل 02. أثبت أن: 
.PQ=RS 0‏ 

(ب) 2 و 5 متماثلتان حول ۰0 © و ۸ متماثلتان حول 0. 


© الشكل الرباعي Q5۸‏ مستطيل. 





الحل 
¢ با أن 08 = 40 وأن C04 = BOD‏ وأن 280 = 640 فإن 
00 = 1400 . وهذا فإن 07 = 00. أي أن ۸8 = 20 . 











۸۰ الهندسة «الجزء الأول) 

(ب) ما أن 058 = 02 وأن 02 = 00 فإن 205 = .۸0٥۲‏ ومن 
ذلك بحد أن 507 = 00۲. ولكن 20 0» 2 على استقامة واحدة 
(لأن ۸5 || 20©0). إذن» طء 0» £ على استقامة واحدة. وبالمثل» ©» 
20 ۸ على استقامة واحدة. 

(ج) ما أن 105 = 20 وها متوازيان فإن 20512 متوازي أضلاع قطراه ۲5 و 
Q۸‏ متساويان (لأنمما قطرا دائرة). إذن 20:57 مستطيل. > 


مثال (8): في الدائرة (,0)0 المبينة في الشكل» 180° = ٥02‏ + ۸8» 
AB‏ ل CD »0M‏ ل 037 . أثبت أن 22170 = 20114 . 
6 


B 


سر 


1 ۸ 


الحل: بما أن 48 1 011 فإن 18 = 411 . وبالثل» 270 = 217 . إذن» 
1 ينصف 408 و 0N‏ ينصف (00. من ذلك نحد أن 


يكير پک کے سے 


مون 0P‏ ر 48 _ 208 , 408 ZOM + DON‏ 
52-3 9 2 
ولكن في لمثلث 82077 لدينا 90° = .DON + ND0‏ إذن» 


م 


40M = 0‏ . ويحذا فلمثلثان القائمان  ۸۸40M‏ و ANDO‏ 
متطابقان. 0 

















الدوائر 25 
مثال (5): رسمنا المثلث ۸480 داخل الدائرة (0)0,7 حيث 35 = 8» 
= 0 امب قان كلمن BAO‏ و .CAO‏ 


الحل: 





كل من المثلثات ۸048ء 5080 » ۸04٥‏ متساوي الساقين» كذلك» 
y = BAC = 180° - (43° + 35°) = 102°.‏ + نه 

ولكن 43° = ± دن = 408 و 85° =2 - هن = 480 . إذن» 19° = ۾ 

ويكون 47° = به = 840 و 555 y=‏ = 640. 0 


[Secants And Tangents] القواطع والمماسات‎ 

مبرهنة (۸): لتكن (0)0,7 دائرة وليكن ۸ مستقيماً. 

(أ) إذاكان ١‏ > (0156)0,8 فإن المستقيم ۸ يقطع الدائرة (0)0,7 بنقطتين 
حيث (015])0,7 ترمز للمسافة بين 0 والمستقيم 7. 

(ب) إذاكان ١‏ = (0,۸)اءزل فإن المستقيم ۸ يقطع الدائرة (0)0,7 في نقطة 
واحدة فقط. 


(ج) إذا کان < (0,۸)غءزل فإن المستقيم ۸ والدائرة (0)0,7 لا يتقاطعان. 








AY‏ الغندسة (الجزء الأول) 

البرهان: 

(أ) إذاكان 0 = (0,۸)اءزل فإن 0 تقع على م. ومن ثم توحد نقطة واحدة 
فقط 4 ونقطة واحدة فقط 8 على كل من نصفي المستقيم اللذين تحددها 
0 حيث + ع 08 = 04. 


2 


A 
لنفرض إذن» أن ” > ”8 = (0186)0,7 > 0. لنفرض أن '00 عمودي‎ 


على . ليكن '7 و ۸ نصفي المستقيم ۸ بدءاً من '0. عندئذ» توحد 
نقطة وحيدة ۸ ع 4 ونقطة وحيدة ”8 ع 8 (انظر الشكل المرفق) حيث 


.O'A = O'B = (r? — r? 


58 


انه" 


إذن» (0)0,7 ع 4,8 . ولأي نقطة ۸ ع 11 مختلفة عن 4 و 8 يكون 


O'M > Jr? - r?‏ أو .O'M > (r? - r2‏ أي أن م > 01 أو 








الدواخر دين 
< 011. ويهذا فإما أن 11 خارج الدائرة أو نا داحل الدائرة. 


(ب) لنفرض أن =١‏ (0186)0,8 وأن '00 عمودي على . عندئذ, 
م = '00 ومن ثم فإن (0)0,7 ع '0. وإذاكانت '0 چ 1 فإن 


O! 


« = '00 < 01. ومن ذلك فإن 11 تقع خارج الدائرة (0)0,7 . 


(ج) لنفرض أن ١‏ < (0186)0,8. عندئذ» لكل 1 على المستقيم ۸ يكون 
” > (,0)هذل < .0M‏ وهذا فإن 31 تقع خارج الدائرة (0)0,7. لأ 


تعريف: نقول إن المستقيم 7 ماس للدائرة (0)0,7 إذا وحدت نقطة تقاطع وحيدة 
بين ۸ و (0)0,7) وتسمى نقطة التقاطع الوحيدة» نقطة التماس. وإذا قطع المستقيم 
م الدائرة (,0)0 في نقطتين فيسمى المستقيم 7 في هذه الحالة قاطعاً للدائرة. وإذا 
لم يقطع المستقيم 7 الدائرة (0)0,7 فإنه يسمى مستقيماً خارجاً عن الدائرة. 
ملحوظة: استناداً إلى المبرهنة (۸) نلاحظ أن 7 مماس للدائرة (0)0,7 إذا وفقط إذا 
كان ١‏ = (0,۸)اءزل. كما أن المماس المار بالنقطة '0 عمودي على نصف 
القطر /00. 








۸٤‏ الغندسة «الجزء الأول) 

مبرهنة (4): لنفرض أن 4 نقطة خارج الدائرة (,0)0 وأن 47 و 2417 
مماسان للدائرة عند النقطتين 7 و '1. عندئذ» 

.AT =AT' 0 

(ب) 40 ينصف '1۸47. 

() 0۸ ينصف 707. 

0A (2‏ منصف عمودي للقطعة TT‏ 


البرهان: 


” 
بما أن ۸47'0 = ۸470 فإننا نحصل على صواب العبارات الثلاثة مباشرة من 
هذا التطابق. أما (د) فهو نتيجة لتطابق ۸۸40'7 و "8/4077 حيث '0 نقطة 
تقاطع 40 و 717. 0 
مثال (۷): أضلاع 8480 مماسات للدائرة عند النقاط 27» 14» 2. إذا كان 
محيط المثلث يساوي 0 و 80-13 فاحسب AN‏ . 








1A0 الدوائر‎ 





1 M 2 8 


لاحظ أن مح AP‏ ح BM =y «AN‏ = تلظ .CM =CP =z‏ 
عندئذ» محيط الثلث 4280م هو 30 -(2 دين« +ج)2. أي أن 
5= و دن + ولكن 2-18 y+‏ = 80. إذن» 9 - .AN - ٠‏ © 


مغال (8): في الشكل المرفق» ۸8» 86» 072» 4( مماسات للدائرة (0)0,7 
عند النقاطء»  N‏ ۶> © 24 على التوالي. أثبت أن 
BC + DA‏ = 07 + 48 . 





الحل: لاحظ أن 


AB + ون‎ = AN + NB + CQ + QD 
- AM + BP + PC + MD 














۸1 الغندسة «الجزء الأول) 
(AM + MD) + (BP + PO)‏ 
AD + BC‏ = 0 
مثال :)٩(‏ في الشكل المرفق» ۸8 قطر في الدائرة (0)0,7. 22/1 2217 BE‏ 
مماسات للدائرة عند نقاط التماس 4رء ©» 8 على التوالي. جد قياس 50٤‏ . 





الحل: ا أن 07 ينصف 400 وأن 017 ينصف 008 فإن 

0 DOE = 700 + COE = 40C , EOF go. 
»04 = 10 »5 في الشكل المرفق» © دائرة مركزها 0 ونصف قطرها‎ :)١١( مثال‎ 
. 80 و 02 مماسان للدائرة عند 8 و ©. احسب‎ 42 

















A۷ الدوائر‎ 


الحل: با أن 48 ماس للدائرة فإن 084=90°. ويا أن 
04 = 08 = 5 فإن 30° = 840 . ويا أن 02 مماس للدائرة فإن 
90° = 064 . إذن» 60 = 406 . الآنء ۸008 متساوي الأضلاع لأن 
BD = 20‏ وأن 60° = BDC‏ . إذن» ± = D8‏ = 09 = 80. أیضاً 


0 مثلث 90° - 60° - 30° وعليه کل دن = 80 . 0 


1/3 


خواص زوايا الدوائر [Angle Properties of Circles]‏ 
نقول إن الزاوية مرسومة داخحل دائرة» إذا وقع رأسها على الدائرة وكان ضلعاها 


وترين في الدائرة. 


مبرهنة :)٠١(‏ قياس الزاوية التي يقع رأسها على الدائرة وأحد ضلعيها ماس للدائرة 
حيث الرأس هو نقطة التماس والضلع الآخر وتر في الدائرة يساوي نصف قياس 
القوس المحصور بالضلعين. 

البرهان: 

















A‏ الهندسة «الجزء الأول) 

لنفرض أن 74 وتر في الدائرة (0)0,7 وأن 75 مماس عند النقطة 7 . ارسم 
0Q‏ عمودياً على 74 ويقطع الدائرة عند النقطة ۲ . الآن» ۸407 متساوي 
الساقين. ولذا ارتفاعه 00 ينصف 107 . إذن» T00 = Toa TPA‏ . 
ولكن 90° = 010 + 700 و 90° = 010 + 475. من ذلك نحد أن 
0 = 175 . وهذا فان 2724 = 700 = 115 . لا 
مبرهنة :)١١(‏ قياس الزاوية المرسومة داخل دائرة (أي رأسها على الدائرة وضلعاها 


وتران) يساوي نصف قياس القوس الأصغر المقابل للضلعين. 


البرهان: لنفرض أن 4128 مرسومة داخل الدائرة (0)0,7. ارسم المماس 88. 


ا 


O APB = SPB SPA = 3 PB 3PA = 34B. 


عندئذ» 


مبرهنة :)١7(‏ قياس الزاوية التي يقع رأسها داخحل دائرة يساوي نصف مجموع قياسي 
القوسين الصغيرين المقابلين لضلعيها. 

















۸۹ الدوائر‎ 
D 0 


B 
. ۲ و 82 وتران في الدائرة (0)0,7 يتقاطعان في النقطة‎ 40٥ لنفرض أن‎ 


البرهان: 
0 


A 


بما أن 4٨8‏ زاوية خارحة للمثلث ۸427 فإن 

O APB = PAD + PDA = 206 +3 AB = (DC + 48).‏ 
مبرهنة :)١7*(‏ قياس الزاوية التي رأسها خارج دائرة وضلعاها إما وتران أو مماسان أو 
وتر ومماس للدائرة يساوي نصف الفرق بين قياسي القوسين الصغيرين المقابلين 
البرهان: 
(أ) لنفرض أن 24217 زاوية ضلعاها وتران في الدائرة (0)0,7. 





با أن 482 خارحة للمثلث 2282 فإن 








۳۹۰ الهندسة (الجزء الأول) 


APD = ABD - BDP (42 B0). 


1 
2 
(ب) نفرض أن 475 زاوية ضلعاها هما المماس ۸7 والوتر 072 . عندئذء 
14 
7 
5 


0 


2 
ATD = 345-784 = (4D - 40). 


(ج) نفرض أن ATB‏ زاوية ضلعاها نماسان للدائرة (0)0,7. ارسم 702 
مستقيماً يقطع الدائرة في النقطتين © و (1. عندئذ» 


ت 4 
9 


ATB = ATD + DTB (42 40) 1 (DB GB) 
0 = (ADB - ACB). 





























الدواخر 41 
ملحوظة: من المبرهنة )١7(‏ نحصل على: 
(أ) قياس أي زاوية مرسومة داحل نصف دائرة يساوي *90. 
(ب) جميع الزوايا المرسومة داحل دائرة وتقابل القوس الصغير نفسه يجب أن تكون 

متطابقة. 

مغال :)0١(‏ الدائرة (0)0,7 البينة فيهاء 110° - 48 50° = 280 
6D = 0°‏ احسب قياس زوايا الشكل الرباعي 48٥02‏ وقياس الزوايا بين 
قطري وأضلاع الشكل الرباعي 4801 . 


0 140° 
60° 
24 6 
وار‎ 
110° B 


الحل: 


4= 380 +300 = 25° + 70° = 95° 


0ه 


34D +60 = 30° + 70° = 7 


C= 34D + 4B = 30° + 55° = 85° 


ره 


LAB 1 176 55° + 25° = 80° 
2 2 




















4۲ الهندسة «الجزء الأول) 


DAC = DBC = 70° 
CAB = CDB = 25° 
ABD = ACD = 30° 


U ACB = ADB - 55°. 

مثال :)١7(‏ في الشكل المرفق» 0 و E‏ منتصفا 48 و 0 على التوالي» F‏ 

و © نقطتا تقاطع 28 مع 48 و 10 على التوالي. أثبت أن ۸4۴€ 
متساوي الساقين. 


الحل: 





ETE TT 
0 AFG (+9) (42 + #0) AGF. 
مثال (۱۳): لیکن 48 و (01 وترين متعامدين في دائرة. لنفرض أن 1 نقطة‎ 


واقعة على (81 أو 40 . أثبت أن 90° = AMD + BMC‏ . 




















الدواخر 4۲ 


الحل: نفرض أن 2 هي نقطة تقاطع الوترين. الآن» 
2 


در 


0ت 


0 


> 


حم 
5 


>» AMD+ BMC JAD +280 APD = 90°. 


مثال (4 :)١‏ في الدائرة (,0)0» 40 ل 2هء 48 ل »CE‏ 47 قطر. 
أثبت أن AHNM‏ ~ 24780 . 
4 


5 
N‏ 
ےک 
CS‏ 
الحل: صل 07 ولاحظ أن 90° = 40۴ . الآنء 


ت ٠,‏ | اتتبسهت 


HNM = AND = 900 - FAC = AFC‏ وبما أن 48€ محيطية 


منشأة على القوس ©4 فإن 210 = 480 وعليه 200/11 = 486 . كذلك 


©.AHNM ~ AABC إذن»‎ .NHM = EHB = 90: - ABD = BAC 









































۹4 الهندسة «الجزء الأول) 


مثال :)١6(‏ في الشكل المرفق» .BD = DC‏ فاتك ار و = ACB‏ 


یک و بن دای 21270 


KY 


الحل: بما أن ۸042 متساوي الساقين فإن 


ADO "(180° A0D) 90° ABD 
2 


1 
2 
- مع مو‎ BD 
2 2 
= 90° - 108-60 
= 90° - ACB 3 BAC 
E e 
90° - ACB 00 ABC ACB) 
ل‎ ABC - ACB) 
2 


0 .4D0 = 2) - 1( إذن»‎ 


مغال :)١5(‏ في الشكل المرفق» 428 و 40 مماسان للدائرة (0)0,7» 


. BAO = ECF أثبت أن‎ . 40 L BC 























الدوائر 40 


CSE 
Ê 
الحل:‎ 


© BAO = 90° - BOA = OBC = EBC 0 ECF. 


مساحة المضلعات المنتظمة [Areas of Regular Polygons]‏ 
لقد أثبتنا في بداية هذا الفصل أنه توحد دائرة وحيدة تمر بأي ثلاث نقاط 
ليست على استقامة واحدة. وسنبين في الجزء الثاني من هذا الكتاب أنه يمكن رسم 
دائرة تحيط أي مضلع منتظم تسمى الدائرة الخارحية للمضلع. أيضاً يمكن رسم دائرة 
داحل أي مضلع منتظم تسمى الدائرة الداخلية للمضلع. إضافة إلى ذلك فإن 

الدائرتين الخارحية والداحلية للمضلع المنتظم تشتركان في المركز. 


تعريف : 
)١(‏ مركز المضلع المنتظم هو المركز المشترك للدائرتين الخارجية والداحلية. 
(۲) نصف قطر المضلع المنتظم هو المسافة بين مركز المضلع وأي رأس من رؤوسه. 




















1 الهندسة «الجزء الأول) 
(۳) عامل ««معط]دمة) المضلع المنتظم هو المسافة بين المركز وأي ضلع من 
أضلاعه. 
(5) الزاوية المركزية للمضلع المنتظم هي الزاوية التي رأسها مركز المضلع وضلعاها 
نصفا قطرين مرسومان لرأسين متجاورين. 
E‏ 


A 2 8‏ 
المركز (0)» العامل (01)» نصف القطر (04))» زاوية مركزية (۴04). 


مبرهنة :)١ ٤(‏ مساحة المضلع المنتظم تساوي نصف حاصل ضرب العامل والمحيط. 
البرهان: لنفرض أن ...47710 مضلع 0 
منتظم» عامله ©» طول ضلعه 5و2 محيطه م 


ومساحته ۸. برسم ۸ من المغلغات المتطابقة»› V‏ 0 

نحد أن مساحة كل منها تساوي و . عندئذ N‏ 
[ | 

a(n) ap.‏ مم nx‏ 4 لا 


مثال (1۷): جد نصف قطر وعامل المثلث المتساوي الأضلاع إذا كان طول ضلعه 


يساوي 6. 














الدوائر 4۷ 


2 


3 X B 


لاحظ أن لمثلث 4016م هو مثلث 90° - 60° -30. إذن» 


و سمش واو واج كب 0 
13 
مثال :)١/(‏ جد مساحة السداسي المنتظم إذا كان عامله يساوي 9. 
الحل: 
|[ 
A 1B‏ 
ل 
2 
المثلث ۸,408 هو مثلث 90° - 60° - 30 . إذن» 8 - ل - و أي 


أن 60/3 = و. ومن ذلك جحد أن 36۷/3 = 6/3 × 6 = م . ويهذا فإن 


<> A = Tap = > x9 x 36/3 = 162/3. 








4۸ الهندسة «الجزء الأول) 


محيط الدائرة [Circumference of circle]‏ 
الأشكال الأربعة التالية تبين لنا أربعة مضلعات منتظمة مرسومة داخل دوائر 


2000 


من هذه الأشكال نلاحظ أن الزيادة في عدد أضلاع المضلع تؤدي إلى الزيادة في كل 
من: 

(أ) العامل» حيث يقترب أكثر فأكثر من نصف قطر الدائرة. 

(ب) الحيط» حيث يقترب أكثر فأكثر من محيط الدائرة. 

(ج) المساحة» حيث تقترب أكثر فأكثر من مساحة الدائرة. 

بجعل عدد أضلاع المضلع يزداد زيادة كافية نستطيع القول إن محيط الدائرة (يرمز له 
بالرمز 0) هو نحاية محيطات المضلعات المنتظمة المرسومة داحل الدائرة. كما أن 





مساحة الدائرة (يرمز لها بالرمز 4) هي نحاية مساحات المضلعات المنتظمة المرسومة 
داحل الدائرة. 

مبرهنة (8 :)١‏ النسبة بين حيط أي دائرة وقطرها عدد ثابت. 

البرهان: لنفرض أن 0 محيط الدائرة التي مركزها 0 وقطرها 4 وأن '0 هو محيط 
الدائرة التي مركزها '0 وقطرها '0 . 








الدوائر 4 


ا 
ا 


اور ج A‏ 
وج 
ارسم داخل الدائرة 0 مضلعاً منتظماً عدد أضلاعه 7 ومحيطه ,م وارسم داحل 
الدائرة '0 مضلعاً منتظماً عدد أضلاعه 7 ومحيطه ,م. عندئذ» النسبة بين حيطي 
المضلعين هي: 
Pn _ MS 53‏ 
ph ns! 8‏ 


Pn 4 


: ع 
وما أن '0'8 ۸4 دم ۸408 فإن ع 
Ds d‏ 


5 58 
7 7 . إذن» 
۳ 8 


الآن» بجعل 7 يزداد زيادة كافية بحيث يقترب ,م من € و 2 من "0 نحد أن 


/ 
3 5 7 1 5 
ےگ ای أن _© ب © . وما فزن © ثابت لأى دارة. لا 
کک ب . أي أن چ = ج وهذا فإن ر ي دائرة 
ملحوظات: 


)١(‏ من المعلوم أن هذا الثابت 9 يساوي العدد غير الكسري ^ (يساوي تقرياً 


4 أو 2 من ذلك نحصل على القانون التالي لحساب حيط الدائرة: 
اقبت 70 Ga‏ 























۰ الغندسة «الجزء الأول) 
(۲) إذا كان قياس القوس 48 في دائرة (0)0,7 يساوي ”7 فإن هذا القياس 
يقابل سح من محيط الدائرة. ولذا فإن طول القوس 48 يساوي 
"xorr.‏ 
0 


على سبيل المثال» إذا كان نصف قطر دائرة يساوي 4 وقياس القوس ۸8 
يساوي 40 فإن طول القوس يساوي 


عاو وسو ب للك 
9 360 


مساحة الدائرة [Area of a Circle]‏ 
لإيجاد مساحة الدائرة نستخدم قانون مساحة المضلع المنتظم. 
مبرهنة :)١5(‏ مساحة الدائرة (0)0,7 هي 2م = ۸. 


البرهان: لنفرض أن ,4 مساحة المضلع المنتظم المرسوم داخحل الدائرة (,0)0 
والذي عدد أضلاعه 2 وعامله ره ومحيطه ,م. 


عندئف ,يهط = 4 ويأحذ « كبراً بما فيه ٩‏ 7 


الكفاية بحيث يقترب ,0 قرباً كافياً من 27 رم من 7 1 \ 
| | 
“ا يمح 


ع ها “مق ب محمد أن 0 -4. وبما أن 


r‏ = 0 فإن 2م = .A4= rar)‏ لآ 








الدوائر ۳۰1 


تعريف : 
)١(‏ القطاع (إهاءعء) في الدائرة (0)0,7 هو المنطقة المحدودة بنصفي قطر الدائرة 


وقوس. 
(۲) المقطع (#معسروه») في الدائرة (0)0,7 هو المنطقة الحدودة بقوس في الدائرة 
والوتر المقابل للقوس. 
A A4‏ 
M‏ 
B B‏ 
كل من المنطقتين المظللة وغير المنطقة المظللة مقطع في الدائرة 
المظللة قطاع في الدائرة 


مساحة القطاع الذي قياس قوسه 7 درجة هو 772 _- 
أما مساحة المقطع فيمكن إيجادها بطرح مساحة المثلث ۸408 من مساحة القطاع 


. 78 


مثال :)١9(‏ جد مساحة المقطع المقابل لقوس في دائرة قياسه ”907 ونصف قطر 


الدائرة 6. 4 


3 








۲ الغندسة «الجزء الأول) 

: خخ 1 9 90 
الحل: مساحة القطاع 408 تساوي 97 = ° 0 
مساحة المثلث 408 تساوي 18 = 646 »2 . 


مساحة المقطع تساوي 18- 97. 0 


مثال )7١(‏ [1980 ©21.وه]: رسمنا في الشكل المرفق» ربع دائرة 080 ونصفي 


0 


دائرة قطراهما 07 و @0. إذاكانت ى و 5 مساحتي المنطقتين المظللتين فجد 
P‏ 


0 Q 

الحل: لنفرض أن 2 هو نصف قطر ربع الدائرة. عندئذ» 7 هو نصف قطر كل 
من نصفي الدائرة. 

لاحظ أن مساحة ربع الدائرة تساوي مساحة نصفي الدائرتين المرسومتين على 07 
و 00 مضافاً إلى ذلك مساحة المنطقة 6 ومطروحاً من ذلك مساحة المنطقة 0 
(حسبناها مرتين). ولذا فإن 

rer اش‎ r + rr? +b—a 
2 


rr? = rr? +b— a 


a 


إذذ» 0 = ۵ - 0. ومن ثم ۾ = 0 ويكون 1 = . 0 











الدوائر ۳ 


مسائل محلولة 
)١(‏ ف الدائرة (00)0,7)» 408 قطر. ما قياس الزاوية ي ؟ 
(ً( 110° (ب) 115 (ج) 120° (د) 130° 





الحل: الإحابة هي (د): 65° = (25° + 90°) - 180° = BCD‏ . 

080 متساوي الساقين. إذن» 65° = 2708 = 008 = 080 . ولذا فإن 
0° = 25° - 65° = 081. وهذا فإن 130° = 905 + 40° = ب (خارجة 
للمثلث ۸0(8). 


(۲) ما قياس الزاوية ره في الدائرة (,0)© ؟ 


35° (ب) 50° (ج) 55° (د) 60° 











۳4 الهندسة رالجزء الأول) 
الحل: الإحابة هي (ج): ما أن 00 ينصف الوتر 48 فإن 48 1 00 
ويكون 90° = 800 . 35° = 8 = 4 (۸048 متساوي الساقين). إذن» 
5 = (35° + 90°) - 180° = ن. 
(۳) ف الدائرة (0)0,7» 74 و 78 مماسان. ما قياس الزاوية بن ؟ 

)¢ 40° (ب) 45° (ج) 50° () 55° 





ل 


الحل: الإحابة هي ): بما أن نصف القطر عمودي على المماس فإن 
7 = 047. ولذا فإن 40° -14005-:180- 470. إذنء 


4 


40° = 410 = ن. 


(4) في الدائرة (0)0,7› 47 و 87 ماسان» 5= سم, 42-19 . ما 
طول 07 ؟ 
() 5 (ب) 12 (ج) 13 () 15 








الدواخر ۳<0 


> 


الحل: الإحابة هي (ج): با أن ۸047 قائم الزاوية عند 4 فإن 
.OT = ¥12 + 5 = 3‏ 


(ه)» 202 قطر في الدائرة (,0)0» 48 و 40 مماسان للدائرة. ما قياس 


الزاوية 7 ؟ 
0 25° (ب) “27.5 (ج) 35° (د) 40° 





الحل: الإحابة هي (ب): 08148 و 048=35. إذنء 








ان الغندسة «الجزء الأول) 
55° = (35° + 90°) - 180° = 408 . وهذا فإن 
3 وها 1 n 1S‏ 
5 -ح 108 - - 48 - ع رر 
2 2 
(5) في الدائرة (0)0,7» 482 و 4078 مماسان عند 8 و © على التوالي» 


5 7 ما قياس الزاوية‎ . 080 = 5 «BC | DE 
70° @( 65° (ب) 60° (ج)‎ 55° ) 


D 


الحل: الإجابة هي (0: 90° = OBA = OCA‏ . 2080 متساوي الساقين» 
ولذا فإن 35° = 080 = 008. إذن» 55° = 35° - 90° = 084 . أيضاء 
480 متساوي الساقین» ولذا فإن 55° = 684 = 804 . إذن» 70° = 4۸ . 
وما أن 27 || 80 فإن 55° = 084 = (1. وهذا جد أن 

E = 180° - (55° + 70°) = 55. 


(۷) ما قياس الزاوية ر في الدائرة (0)0,7 المبينة في الشكل المرفق ؟ 








الدوائر ۰۷ 


() 15° (ب) 25° (ج) 30° م 40° 





الحل: الإحابة هي (ب): 40° = 80° »2 = AQ‏ . إذن» 40° = 080 


(لأن 2008 متساوي الساقين). إذن» 25° = 280. ولكن ر و 280 


يقابلان القوس ۶Q‏ . إذن» 25° = 780 = ن. 


(۸) في الدائرة (0)0,7» 2 تقع على 40 . ما قياس الزاوية و ؟ 





¢ 35° (ب) 40° (ج) 45° (@ 55° 
الحل: الإحابة هي (): 220° = ”360-140 = ه. ولذا فإن 


B4 = 8 — 110°‏ . وما أن @ ۸۶8 متساوي الساقين فإن 











۰۸ الغندسة «الجزء الأول) 
y = PQB ; BPA 2 x110° 55°.‏ 
(9) في الشكل المرفق» 84€ ماس عند 4 للدائرة التي مركزها 0. إذا كان 
نصف قطر الدائرة 2 وکان 120° = 700 وكان 04 = 84 فإن 00 
يساوي: 


6 6۵( 2 





الحل: الإحابة هي (ج): بما أن 80 ل 04 و 04 = 8۸4 فإن 04 متوسط 
وارتفاع في المثلث ۸080 . إذن» 00 = 08. وما أن 0۸ منصف 8700 فإن 
"0 = 406. من ذلك نمجد أن 004=30°. إذنء 
4 = 222 = 204 = 00. 


)٠١(‏ قياس الزاوية بين نصف قطر الدائرة 08 والقطعة المستقيمة 04 يساوي 
7. 48 ماس للدائرة عند 8 . إذاكان 5 = 08 فما طول 04 ؟ 


)5 (ب) 10 (ج) 15 «) 20 














الدوائر ۳۹ 


احم 


جا 
. 


الحل: الإحابة هي (ب): 

ما أن 48 ماس للدائرة فإن 90 = 8. إذنء 30 = 4. ويمذا فإن 
0A4 = 208 = 2x5 = 10‏ . 

)1١(‏ في الشكل المرفق» 94° = 48 و 120° = 62. ما قياس ۾ ؟ 


)( 70° (ب) 73° (ج) 80° (د) 85° 


B, 


الحل: الإحابة هي (ب): 


AEB = DEC (48 3 (4 120) = 7° 




















1۰ الهندسة (الجزء الأول) 


إذن» 73° = 180-107 = 2. 


(؟١1١)‏ في الدائرة المرفقة» 16 = «CE =10 › A48‏ 





.CD = 2‏ ما طول AE‏ ؟ 





40 
8 (ب) 10 a‏ (د) 14 
الحل: الإحابة هي (ج): من الواضح أن 210017 ~ .۸BA4E‏ 
ومن ذلك بحد أن 
AB _ AE‏ 
CD CE‏ 
48 _ 16 
0 12 
وی 40 +10 ص وز ير 
3 12 


»0 رسمنا ۸480 داخل الدائرة (,0)0» 20 ماس للدائرة عند‎ )١8 
قطعة مستقيمة» “120 - 20. 700 - 207. ما قياس‎ 87 
¢ BAC 


() 50° (ب) 60° (ج) 70° () 75° 








الدوائر ۳11 


120° D 


ا 


الحل: الإحابة هي (ج): لاحظ أن ABC - 240 = ACD‏ . إذن» 


NTO 
C 


نے 


. ACB = 180° - )60° + 70°( = 50° ولذا فإن‎ . 486 = 40D = 60° 


وهذا فإن 70° = 840 . 


820 .۲ تتقاطع الدائرتان (0,,7)© و (ن7,ي0)0 في النقطتين ۸ و‎ )١5( 
قطعة مستقيمة. إذا كان ه - 048 فإن 024 يساوي ؟‎ 


32 


لك رب 2 (ج) نه 2 
3 92 3 2 


A 


ا 








1۲ الهندسة (الجزء الأول) 


الحل: الإحابة هي (ج): لنفرض أن ير=004. الآنء 





O,AB = OBA = x»‏ و y‏ = 0,04 = 40ر0 . ولکن» 
:و2 - 180° = 10,8 . ولذا فإن :2 - 180° = 4۶8 . وھذا فإن قياس القوس 
الكبير 48 ف الدائرة (,,0)0 يساوي :2 + 180° = (24 - 180°) - 360°. 
ولذا فإن 
4P8 = 3 180° + 2%) = 90° + 2‏ . ومن ذلك نحد أن 

.نه - 90° = APC = 180° - (90° + a)‏ 
ومن ذلك نحد أن 1800-2 = (» - 20002 26. ومن ثم فإن 
29 - 1800 - 40,6. 2 ولكن ‏ و27-:180- ٥ر40.‏ إذنء 
2y‏ - 180° = 2 - 180 ويكون » = ر = 0,04 . 
)٠١(‏ 408 قطر في الدائرة التي مركزها 0 ويلاقي امتداده 07 في النقطة 2 . 


تج 


قياس 44€ يساوي: 


() 80° (ب) 90° (ج) 95° م 100° 
6 
0 
: < 
N‏ 


D 




















الدواخر 1۳ 
الحل: الإحابة هي (ب): 90° = 2118 = 21/8 (كل منهما تقابل نصف 
دائرة). إذنء 40 ل 214 و 42 ل 077. إذن» 8 هي نقطة التقاء أعمدة 
المثلث 44072 . ولذا فإن 02 ل 48 . وهذا يكون 90° = 470 . 


«O01 || 48077 ف الدائرة (0)0,7» 70 ماس عند 7»› 108 قطرء‎ )1١( 
نقطة تقاطع 11777 و 2480177 5= 7 3 = 70. ما طول‎ N 
؟‎ AM 
9 )( 8 (ب) 6 (ج)‎ 5 
N 


الحل: الإحابة هي (ب): بما أن 110 و 70 نصفا قطر في الدائرة فإن 
0= 110. وهذا فإن 1110 = 7110. وا أن N8‏ | 70 فإن 





58 = 1110. إذن» 11078 = 7110 ويكون 11817 متساوي الساقين 
فيه BN‏ = 118 . ا أن NB‏ || 07 فإن AM07‏ سم 211817 . من ذلك بحد 


MO MT 4 
أن 1= سے‎ 


س ر أذ وك 7¥ = 7م عه الأن ى 
‘OB TN‏ وي ا 











AH‏ الهندسة (الجزء الأول) 

NMA‏ - ۸70 . لاحظ أولاً أن 48 1 114 (لأن 811 قطر). وما أن 
70 ماس فإن 70 ل 70. ولكن 40 || 70. إذن 48 1 70. وهذا بحد 
أن 1٥‏ || ۸14 ويكون 17114ه ده 22770. من ذلك جحد أن 


RO. Nb 


ع . وبالتالي فإن 6 = 3 ×2 = 270 = 14 . 
MA NM 10 2‏ 


(۱۷) في الشكل المرفق (0,7)© و ( ,0)0 دائرتان متماستان عند ۸4 و ٤‏ هو 

المماس المشترك. M‏ نقطة على 5 الدائرة الغالغة C(M,1)‏ تقطع C(O,r)‏ 

عند 4 و 2 وتقطع 00020 عند 4 و 8 . عندئذ» 

() 2/8 ماس للدائرة (0,7)© و 118 ماس للدائرة (0)0,,7. 

(ب) 318 ماس للدائرة (0)0,7© ولكن ,18 ليس مماساً للدائرة 
)0(0 . 

(ج) 18 ليس مماساً للدائرة (0)0,7© ولكن ,148 مماس للدائرة 
)0(0 . 

(د) 2/8 ليس مماساً للدائرة (0,7)© و ,18 ليس مماساً للدائرة 
C(0)‏ . 

















الدواخر 10 
الحل: الإحابة هي : صل .OM «OB «OA‏ عندئذ» ر7 = «MA = MB‏ 
0B =r‏ =04. إذنء ‏ 5۸۷108 ۸104. من ذلك نحد 
.0BM = 0AM‏ ولكن 44 1 04 (نصف قطر ومماس). إذنء 
8 ل .MB‏ وهذا فإن 118 ماس للدائرة (,0)0. وبالثل» ,118 مماس 
للدائرة (,0)0 . 


00ل ف الدائرة (,0)0» ۸4ء 0ء كرء 8ء © على استقامة واحدة 
M .80 = 0‏ منتصف 40 و 40 1 DM‏ . ما قياس 0720 ؟ 


)¢ 90° ب 95° (ج) 100° (د) 110° 
D‏ 


الحل: الإحابة (): لاحظ أن (م#- 80‏ 40-08 ون 
2 2 
+ = 118 = /01. الآنه في 0111 لدينا سگ = سل شر إلا . وني 


DMC‏ لدينا 


2 2 
الآن» في 2020 لدينا‎ . 202 = 0 0 = 3 
DC? + OD? = 3r? +r? = 4r? = 002 


إذن» 2020 قائم الزاوية عند 0 . وهذا فإن 90° = 0720 . 




















لل الهندسة (الجزء الأول) 


. 8٥ مرسوم داخل دائرة مركزها 0. (1 منتصف القوس‎ ۸48٥ المثلث‎ )١19( 


نه - ACB = y «ABC‏ . ما قياس 120 ؟ 


: 1 1 
() وده (ب)لy-z±‏ (ج) (و- )و ١‏ 201 و 
A‏ 


ار الم 7 


D 

الحل: الإحابة هي (ج): با أن 7 تنصف القوس 8(٥‏ فإن 07 هو المنصف 

العمودي ل 80 ولذا ينصف 8920 . كذلك 408 = 804 إذ تقابلان نفس 
القوس 8 . الآنء 


كا DO‏ ليحي E‏ ببح 


ADO = BDO —- BDA 0 BDA 


خط تي 


180° BAC سب‎ ABC+1 ACB جب‎ 
2 


BDA 5 BDA 
_ ABC + ACB BCA 1 (ABC ACB) 
2 2 
- 2) -1( 


(PA) + 2(هص)‎ .A48B || 200 .©(0,r) نقطة على الدائرة‎ ۶ )۲٠( 


يساوي: 





























الل اللاب عن (): با أن 20 | ۸48 فإن 40 = 8ص. وما أن 
0° = 4۶ فإن 
(PA) + (PB) = (PA)? + (AQ) = (QP)? = 4r? .‏ 
MC 1980[ )1١(‏ .]في الشكل المرفق 2705 مستقيم يمر في مركز الدائرة 
(ہ,0)0. رسمنا المستقيم 40178 حیث م -©2. إذا كان 
60° = 705 فما قياس 020 ؟ 
5 (ب) 15° رج 20° رم 25° 


ا 


الحل: الإجابة هي (ج): بما أن ۲ = 0۴۸ = 00 = ۶Q‏ فإن كلاً من 80017 
و ۸90۶ متساوي الساقين. الآنء إذا كانت ے = 006 = ۶ فإن 


2° = # = 200 . إذن» » + 2 = 60. وهذا فإن 20° = بن = ۶. 








يلف الهندسة رالجزء الأول) 

. 22019 في الشكل المرفق» رسمنا دائرة داحل المثلث‎ ]Aut.M٣ 1981[ )١١( 
حيط 2207 يساوي:‎ . 15 = 4 Q8 = 4 SR = 7 
157 )« 50 أ 30 (ب) 117 (ج)‎ 


P 





R 
«PV = PT =4 «QT = Q8 = 4 لاحظ أن 2001 = 2005 إذن»‎ 
ويهذا فإن محيط المثلث يساوي‎ .178 = SR = 7 

0 -4 +7 +7 +4 + يجي +4 
]Aust. M٣ 1983[ )(‏ رسمعنا أوتاراً في الدائرة كما هو مبين في الشكل المرفق. 


قياس 2 يساوي: 


























الدوائر ۴14 


)¢ 40° (ب) 44° (ج) 48° (د) 52° 


۹ 


الحل: الإحابة هي (د): 44 دن لأنحما يقابلان القوس نفسه. 
84° = 96° - 180° = 2. إذن» 52° = 84° - 44° - 180° = نه . 


]Aust.M٣ 1978[ )١4(‏ رسمنا وتراً طوله 10 في دائرة قطرها 26. المسافة من 
الوتر إلى مركز الدائرة تساوي: 
10 (ب) 12 (ج) 13 (د) 24 
الحل: الإحابة هي (ب): 





لنفرض أن © نقطة منتصف 48 وأن 0٥‏ = :د. استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس 


جد أن 19 = 5 - 1/132 = 4. 








37 الهندسة «الجزء الأول) 


]Aut M٣ 1984[ )١5(‏ في الشكل المرفق» 20705 قطر في دائرة نصف قطرها 
9R = RS .+‏ = 0م. رسمنا نصفي دائرتين على ۶Q‏ و 05 ونشأ 
عن ذلك المنطقة المظللة. ما حيط المنطقة المظللة ؟ 


3 4 5 
¢ 27 رب ٣‏ رج 2 )( "27 


5 مه 


الحل: الإحابة هي (د): 3 = Q۸ = R8‏ = 20 . محيط المنطقة المظللة 


5 r) 108 
E + SDF 


2 2 2 

]M €8 2012[ )15(‏ قطعنا دائرة نصف قطرها 2 إلى أربعة أقواس متطابقة ثم 

وصلنا هذه الأقواس مع بعض لتكوين شكل النجمة المبين. ما النسبة بين 
مساحة شكل النجمة إلى مساحة الدائرة الأصلية ؟ 

4- 7 





ر( ت 1 2 5-1 3 
- چ e‏ 











الدوائر ۲1 


الحل: الإحابة هي (أ): ارسم مربعاً حول شكل النجمة. طول ضلع هذا المربع 

يساوي طول قطر الدائرة. أي 4. يكوّن هذا المربع أربعة أرباع دائرة حول شكل 

النجمة. أي أن مساحة هذه الأرباع الأربعة تساوي مساحة الدائرة التي نصف قطرها 

2 وهذه المساحة هي 47. مساحة المربع تساوي 16. إذن» مساحة شكل النجمة 

تساوي 47 - 16. وهذا فالنسبة بين مساحة شكل النجمة ومساحة الدائرة هي 
-4 _ ج4- 16 


Ar 7 








(۲۷) [1986 1815318ه] 40 قطر الدائرة الكبيرة. مركز كل من الدائرتين 
الصغيرتين يقع على 4€ وتتماسان عند مركز الدائرة الكبيرة 0. نصف قطر 
كل من الدائرتين الصغيرتين يساوي 1. ما النسبة بين مساحة المنطقة المظللة 
ومساحة إحدى الدائرتين الصغيرتين ؟ 


1 3 
0 5 (ب) 1 © 3 () 2 








۲ الهندسة (الجزء الأول) 





الحل: الإحابة هي (ب): مساحة كل من الدائرتين الصغيرتين تساوي 7. مساحة 
الدائرة الكبيرة تساوي 47. مساحة نصف الدائرة أعلى 40 تساوي +2. الحزء 
غير المظلل من نصف الدائرة أعلى 246 هو نصفا الدائرتين الصغيرتين. أي أن 
مساحته تساوي 7. إذن» مساحة الجزء المظلل يساوي + = ع - 27. وبهذا فإن 
T‏ 
السبة 1= —. 
هي 7 
]۴a1 2013[ )۲۸(‏ في الشكل المرفق» 4802 مربع طول ضلعه 2» كل من 


4» 8ء €> 72 مركز لدائرة نصف قطرها 1. ما مساحة المنطقة المظللة ؟ 
ل( 47 —4 (ب) 4-7 (ج) 4r‏ - 16 (د) 2 - 16 





الحل: الإحابة هي (ب): مساحة المنطقة المظللة تساوي مساحة المربع ۸8002 








الدواخر رفن 
مطروحاً منها مساحة الشكل غير المظلل داخل المربع. مساحة المربع تساوي 4. با 
أن 4801 مربع زواياه قائمة ومن ثم فإن كلاً من المناطق غير المظللة داخل المربع 
هي ربع دائرة نصف قطرها 1. ولذا فمساحاتما مجتمعة تساوي مساحة دائرة نصف 


قطرها 1 وهذه تساوي ج. إذن» مساحة المنطقة المظللة تساوي 7- 4. 


)١9(‏ [2012 لزوانووه] في الشكل المرفق» ۲» @» ۸ ثلاث نقاط على الدائرة 
(0)0,12. £ نقطة على PQ «OF‏ ل 250 135°= POR‏ . ما 
مساحة شبه المنحرف 0209 ؟ 


(أً) 108 (ب) 112 (ج) 114 (د) 144 
P 0‏ 
R‏ 5 0 
الحل: الإحابة هي (أ): ارسم 00 وارسم 0١‏ عمودياً على 20. 
.OP = 0Q = 12‏ 
P Q‏ 
12 
R‏ 5 0 


أیضاً» ۸014 = ۸07۲. كما أن 27050 مستطيل. إذن 
45° = 90° - 135° = 708. ہا أن مجموع زوايا ۸07۶ يساوي 180° فإن 


*5 = 45 - 90 - 180 = 0۶7. إذن» ۸07۶ متساوي الساقين وقائم. وما 








نايك الهندسة «الجزء الأول) 
أن ©2010 = ۸07۶ فإن ©8070 متساوي الساقين وقائم. ما أن 
45° = 700 = 1705 فإن 45° = 45° - 45° - 135° = 005. إذن 
5 متساوي الساقين وقائم. إذن» 2016 = ۸0@5. ويبحذا فإن مساحة 
شبه المنحرف تساوي مجموع مساحات ثلاثة مثلثات متطابقة. الآن» لنفرض أن 
ع a OF RP‏ 6 ون كل ون على قيقع 
N2‏ ۷/2 
إذن» مساحة شبه المنحرف تساوي 
.وود ككذيرة ‏ 2و3 = | xo7 x7p‏ 31 
2 2 2 

]۴ermat 2011[ )۳۰(‏ في الشكل المرفق» دائرتان تشترکان في المركز 0» ۲Q۸‏ 

وتر في الدائرة الكبيرة ومماس للدائرة الصغيرة عند ©» Q۸‏ = 0)طء 

2 = ۶۸ » 4 = 5@. ما طول نصف قطر الدائرة الكبيرة ؟ 


5 (ب) 6 (ج) 6.5 (۵ 7.2 


aS 
9 
.07 الحل: الإحابة هي (ج): لنفرض أن 7 هو نصف قطر الدائرة الكبيرة. صل‎ 
.05 1 ۶۸ ہا أن © منتصف ۶۸ فإن‎ .02- 08 =٣ عندئذ»‎ 








fro الدوائر‎ 


6 = 0ص 4 -م = 00. إذن» 
(0Q) + (PQ)? = (OP)‏ 
(r - 4)” + 6 = 2‏ 
r? - 8r +16 + 36 = 2‏ 


من ذلك خد أن 5 = م 


)۳١(‏ [2009 rم۴y]‏ ف الشكل المرفق» ×»› ٠0‏ 14 مراكز أنصاف الدوائر 
المبينة. 32 = 2000 36 = 08. ما مساحة المنطقة المظللة ؟ 


9007 (ب) 8007 (ج) 8507 )د(‎ 7007 (i) 
4 KO CMB 
.0 الحل: الإحابة هي (د): كل من 04 و 08 نصف قطر في الدائرة التي مركزها‎ 
ولهذا فإن‎ 


OA = OB = OC + 08 = 36 + 32 = 8 
ومن ثم فإن‎ 
AC = 40 + 00 = 68 + 32 = 0 


AK = 34c = 50‏ 
اللآن» مساحة المنطقة المظللة تساوي 
01 006 700 


16 )50(2 - )18(2[ = 00+ 





























۲ العندسة رالجزء الأول) 

as 2009[ )۳۲(‏ ] في الشكل المرفق» 4800٤7‏ سداسي منتظم طول ضلعه 
2. كل من رؤوسه مركز دائرة نصف قطرها 1. ما مساحة المنطقة المظللة ؟ 
أ( 63-27 )ب( 63-7 )ج( 63+7 «م ع2 + 6/3 





الحل: الإحابة هي (ج): لاحظ أن قياس كل من الزوايا الداحلية للسداسي المنتظم 
1_ 120 


هو 120. إذن» كل من المناطق غير المظللة داحل السداسي تقابل ehe E‏ 


دائرة نصف قطرها 1. إذن» مجموع مساحات المناطق غير المظللة داحل السداسي 
تساوي م = x‏ كما أن قياس كل من الزوايا الخارحية عند كل من رؤوس 
السداسي هو ”240 = ”120 - ”360 . ولذا فكل من المناطق الثلاث المظللة خارج 


5 2 240 5 ا ا 7 
السداسي نمثل Bê‏ دائرة ومن ثم فمجموع مساحاڪا يساوي 


xr = 2‏ 3. مساحة السداسي تساوي مساحة 6 مثلثات متطابقة طول ضلع 


کل منها يساوي 2 وهي 5ن = |23 ×| إذدء مساحة المنطقة المظللة 


هي 








الدوائر ۷ 
iy‏ 63 = ج - 2r‏ + 63 
]M40 2012[ )۳۳(‏ رسمنا مثلثاً داحل دائرة (0)0,7 بحيث يكون أحد أضلاعه 
قطراً للدائرة. ما أكبر نسبة بين مساحة المثلث ومساحة الدائرة ؟ 
¢“ رب 2 رج = مل 
2r r € 232 3r‏ 
الحل: الإحابة هي (ج): بما أن رأسين من رؤوس المثلث هما طرفا قطر من أقطار 


الدائرة فإن الرأس الثالث يجب أن يقع على نصف دائرة (انظر الشكل المرفق). 
0 


حدر 


8 


إذن» أكبر ارتفاع للمثلث ۸48٥0‏ هو نصف قطر الدائرة 7. وبهذا تكون النسبة 
بين مساحة المثلث والدائرة هي 


1 


T 


1, xar 
2 


r xr? 


»4 وتر في الدائرة التي مركزها 0 ونصف قطرها‎ 48 ]M40 2012[ )۳١( 
و 408 يس الدائرة الصغرى عند ©. ما مساحة المنطقة‎ 06 - 2 
المظللة ؟‎ 


¢ 43- ع (ب) 2۷3 


18 _ 
6 








اران الهندسة «الجزء الأول) 





الحل: الإحابة هي (ب): با أن 2 = 00 و 4 = 08 فإن 60° = 0078. 
ومن ثم فإن 120° = 408. إذن» قياس القوس 48 يساوي 120° وتكون 
مساحة القطاع 08 هي كك = 16× ۾ د 

استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس بحد أن 20/3 = 4 - 16/ = 08 . 

إذن» مساحة ۸408 هي 42/3 = x3 x2‏ 2. 

مساحة المقطع 48 تساوي E‏ كذ # و لے - ., ها أن 00 يعامد 
48 و 48 ماس للدائرة الصغرى فإن امتداد 0٥‏ يمر بمركز الدائرة الصغرى وعلى 
هذا فإن نصف قطر الدائرة الصغرى يساوي 1 ومن ثم فمساحتها تساوي . إذن» 
مساحة المنطقة المظللة تساوي 


1(16r -83 دا‎ 
2 3 6 

















الدوائر ۹ 


(5؟) [1984 Q۶۴ ]Aust.M٣‏ ماس للدائرة الصغيرة عند 2 ويقطع الدائرة 
الكبيرة عند ۸ و © وطوله 14. الدائرتان تشتركان في المركز. مساحة 
المنطقة المظللة تساوي: 


0( ل (ب) 49 )ج( 497 )( +196 





الحل: الإحابة هي (ج): لنفرض أن ”7 و ر۶ هما نصفا قطري الدائرتين الصغيرة 
والكبيرة على التوالي. بما أن 7= 20 فنجد من مبرهنة فيثاغورس أن 
تن = 72 + ث2م. أي أن 49 = 2م - ره . الآن» مساحة المنطقة المظللة هي 


3 2 2 2 
Tm ~1 = >) = ) = 49. 


(5؟) [1980 MC‏ ایAu]‏ ف الشكل المرفق» ۸ و ۶ نقطتان على دائرة مركزها 
»۶Q = 50 .0‏ 10 = 08 . ما طول نصف قطر الدائرة ؟ 
120 (ب) 130 (ج) 240 (د) 250 











r.‏ الهندسة (الجزء الأول) 
الحل: الإحابة هي (ب): لنفرض أن نصف قطر الدائرة هو 2. إذن» 
0 - ي = @0. استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس لدينا 


تن = (50) + *(10- 2( 
“نه = 2500 + 100 + 20 - ثبو 


0 = 20 
10 _ 2000 د ابن 
20 


]Aus MC 1983[ )۳۷(‏ في الشكل المرفق» 22707 قائم الزاوية عند @. رسمنا 
أنصاف دوائر بحيث تكون أقطارها أضلاع المثلث. أضلاع المستطيل 
۷ مماسات لأنصاف الدوائر كما هو مبين» 77 || 8۷ || 7© و 
S7 || U‏ || 0. إذا كان 6= ۶Q‏ و 8 - 029 فما مساحة 
المستطيل $70۷ ؟ 


(( 121 (ب) 132 (ج) 144 (۵) 156 
14 








U 
۸۲۸1 الحل: الإحابة هي (ج): قي الشكل المرفق أبعاد كل من المثلثين القائمين‎ 
هي 3,4,5. إذن» 5 = » + 4 = ر +3 ومن ذلك يكون 2 = ر‎ MR و‎ 











الدواخر ۴1 


و1-ث#.الآنء 











8 - هن بق + 3 - TU‏ 
8 ح 4 + 6س ن - ST‏ 
إذن» مساحة المستطيل 511717 تساوي 144. 


(۳۸) [1981 ٣t.MCیںuۃ]‏ رمنا داحل دائرة مركزها 0 ونصف قطرها 2 دوائر كما 
هو مبين في الشكل المرفق. نصف قطر أصغر الدوائر الثلاث يساوي: 


1 1 1 2 
0 3 (ب) 9 (ج( 3 «) 1 


ا 











r‏ الهندسة «الجزء الأول) 


الحل: الإحابة هي (ج): لنفرض أن نصف قطر الصغرى هو 7. 


6 
7 


بما أن 2 = 08 فإن م - 2 = 07. استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس بحد أن 
12 +م) = 12 + 2 - 2( 
1+م2+” - 1+ -A4r +r?‏ 4 


"= 


3 


P7 ]MA0 1990[ )۳۹(‏ و 24 ماسان للدائرة عند 7 و م 42° = 2. 
ما قياس 7×۸ ؟ 


() 69° (ب) 72° (ج) 75° (د) 80° 
P 3‏ 








rr الدواخر‎ 


الحل: الإجابة هي (أ): لنفرض أن » = 7۸4. عندئذ به - 360° = 234 . با 


أن اا للك 4 فإن 180-4 = 42 ويبحذا فإن 


فاك هه رذن 
696 = 1138 وك = TxA = TA‏ 
2 2 2 
][Mathcounts 1989] )40(‏ فْ الشكل المرفق» «R = 36° «ARTS = ۸U7V‏ 


° = 12 . ما قياس 7017 ؟ 


() 33° (ب) 45° (ج) 50° (د) 66° 
R‏ 
N‏ 
E‏ 
. 0 
الحل: الإجابة هي (د): 
ما أن 36° = ۸ فإن 72° = 36° × 2 = 517 . الآن» |[ 250-37- 2 


سن لبنت آل )72 - (R0‏ = 42. وهذا فإن 156° = ۸0 . إذن» 


RQV =3 (RV +08) (360° 156° - 72°) = 66°. 


]M40 1987[ )4١(‏ ثي الشكل المرفق» 0 مركز الدائرة 40° = 8۸45 و 






































نالل الهندسة «الجزء الأول) 


0° = 70 و 40° = 229 . ما قياس 548 ؟ 
(أ) 30° (ب) 35° (ج) 40° (۵ 42° 








B 


الحل: الإحابة هي (أ): بما أن كلا من DEC‏ و DFC‏ زاوية مرسومة في نصف 
دائرة فإن قياس كل منهما يساوي 90°. بما أن 40 ل BE‏ و BC‏ ل AF‏ 
(ارتفاعات في 4480) فإن 48 1 06. أي أن 90° = 204 . الآنء 

.0D۴ = 270 = 6°‏ وهذا فإن 60° = 2426 . إذنء 


E 


. DAB = 90- ADG - 30° 


[MAO© 1990] (4Y)‏ في الشكل ا مرفق» 48000 و ۳G(٤‏ متوازيا أضلاع 
حيث لم2 cD <C <B‏ ء ل نقاط على الدائرة. AB + ED‏ 
يساوي: 


)¢ 80° (ب) 100° (ج) 120° (د) 140° 














الدوائر 






4 
8 
7 
0 
D‏ 8 
الحل: الإحابة هي (ج): ارسم 240 2077 48 . 
1 7 
١‏ 
7 
0 
1 
7 8 
2 
کد ت ا س ا شد 0 کس 
بما أن 42 || 820 فإن 4087 = 042. وا أن د - 04 و 


AB 


= 408 فإن 69 = 48 . وبالمثل نحد أن »و = EF‏ = 62 = 48 و 
AF = 80 = DE = x‏ . وما أن 360° = 3y‏ + :و3 نحد أن 


DE = 120°.‏ + 48 = رن + به 


(8؛) [1990 ©014] في الشكل المرفق» ۸480 متساوي الساقين وقائم عند © . 


2 منتصف 48 ومركز نصف الدائرة 488. © مركز ربع الدائرة التي 
وترها 48» 20/2 = 48 . ما مساحة المنطقة المظللة ؟ 


ro 








۳ الهندسة (الجزء الأول) 


¢ 1 (ب) 2 )ج( 7 )2( 27 
در 
a B‏ 
8 
الحل: الإحابة هي (ب): با أن 2/2 = 48 وتر في المثلث ۸48٥0‏ القائم 
الزاوية والمتساوي الساقين فإن 2 = 08 = 40 . وبهذا فإن 
[ABC] = 2x22 - 2‏ 
مساحة ربع الدائرة هي مساحة ربع دائرة نصف قطرها 2= 80. أي 


3 2 × . مساحة نصف الدائرة التي قطرها 2 = 48 هي 


1 xx (N2) = r 
2 
الآن» مساحة المنطقة المظللة تساوي‎ 
2--ج+2‎ 
9 طول ضلع المربع المبين في الشكل المرفق يساوي‎ ]Mathcounts 1992[ )٤ ٤( 
ونصف قطر الدائرة يساوي 2. ما مساحة الشكل المظلل ؟‎ 
7+ )ب( 77-37 )¢( ج77+3 () ج5‎ 77-7 (i) 


9 








الدوائر ۷ 
الحل: الإحابة هي (ب): 


2 


ارسم نصف قطر الدائرة كما هو مبين. الحزء غير المظلل هو مربع طول ضلعه 2 
وثلاثة أرباع دائرة نصف قطرها 2. إذن» مساحة الجزء المظلل هي 
77-7 - | جم90 »| - نو 
]AHM٤ 1963[ )45(‏ ف الشكل المرفق» الوتر 7 منصف عمودي للوتر 
86 ويقطعه في النقطة 1[. 7] نقطة تقاطع ]81 و /2. عندئذ» مهما 
كانت النقطة ل بين 8 و 11 فإن 587711 يشبه المثلث: 
أ AEFA‏ )ب( AEFC‏ (ج) AABM‏ (د) AABU‏ 


B 


C 


الحل: الإحابة هي (أ): بما أن 90° ح EMU = EAF‏ و AEF = UEM‏ . 











۸4 الهندسة (الجزء الأول) 


.ABUM ~ ۸EFA إذن»‎ 


]AHSME 1954] )4(‏ 408 قطعة مستقيمة بحيث 308 = ۸40. رسمنا 
دائرتين متماستين قطراهما 46 و 08 ورسمنا مماساً مشتركاً للدائرتين بحيث 
يلاقى امتداد 48 عند النقطة 2 . إذا كان نصف قطر الدائرة الصغيرة 7 


فان 82 يساوي: 
3 
( (ب) ۳ ا )۵( 2r‏ 
الحل: الإحابة هي (ب): 


لنفرض أن 2 و 17 مركزا الدائرتين. لدينا ¥× 1 217 و 1×۲ .7W×‏ 
وها أن WXY =7Z¥D‏ و .AWXD ~AZYD  نإف WX || ZY‏ 


ھا أن مع لاز فإن ودس وا ان الى كك بن 
ZY WX‏ 


. 28 = « ومن ذلك بحد أن‎ , ٣ ے‎ 2 ٣ 
F۴ ۴ 














الدواخر ۳۴4 


[M40 1990[ )٤۷(‏ ما طول المماس المشترك لدائرتين متماستين نصفا قطريهما هما 


1198 
¢ 22/. (ب) 2/22 (ج) 3/22 وهم 422 
الحل: الإحابة هي (د): 





بما أن 02 ل AD‏ و CD‏ ل 80 فإننا برسم 02 || 48 نرى أن 42017 
مستطيل. الآن» 8 = (47 = 70 . ولذا فإن 3 = 80-8 = 288 . وبمذا فإن 
9ت 82ب :192آ. ع EA‏ ع:02.. 


[M۸0 1992[ )٤۸(‏ ربطنا ماعزاً بحبل مثبت عند إحدى زوايا مبنى على شكل 
سداسي منتظم طول ضلعه 2. إذا كان طول الحبل يساوي 2 فما مساحة 
المنطقة التي تستطيع أن تتحرك فيها الماعز ؟ 
( 38 (ب) 57 2 5 )د( 27 

الحل: الإجابة هي (ج): 











0 الهندسة (الجزء الأول) 


المنطقة التي تستطيع الماعز التحرك فيها هي المنطقة الحدودة بقوس الدائرة التي مركزها 
8 والضلعين 48 و 80 . ما أن قياس زاوية السداسي المنتظم هو 120. فإن 
مساحة الحزء من الدائرة التي مركزها 8 الذي يقع داخل السداسي هي ثلث مساحة 
الدائرة. إذن» المساحة المطلوبة هي ج مساحة الدائرة. أي أن ° = xî x2?‏ 
]AHSME 1985] )49(‏ في الدائرة (,0)0 البينة» 47 قطر» ۸80 وتر» 
CD = 60° »B0 = 5‏ = 480 . ما طول 80 ؟ 
)2 (ب) 3 ( 4 (۵) 5 
4 


ل 


الحل: الإحابة هي (د): ارسم القطعة 00. بما أن 60° = 07 = 005 فإن 


CAD = > x 60° = 30°‏ . وما أن 005 = 400+040 فإن 








الدواخر ۴41 


کے کے ,کے 


30° = 400 . وا أن 180° = 480 + 680 فإن 120° = 680 . إذن» 
30° = 120° - 30° - 180° = 806 . وهذا فإن المثلث ۸080 متساوي 
الساقين ويكون 5 = 08 = 820 . 


(0ه) [1956 ]AHSME‏ أنشأنا المثلث ۸248 من المماسات «PT «PR‏ 
8 للدائرة التي مركزها 0. إذاكان 40° = ۸۶8 فما قياس ۸08 ؟ 
¢ 70° (ب) 72° (ج) 73° () 75° 


R 
5 
٠ ۴ 
B 
7 
الحل: الإحابة هي (أ): في الرباعي 07۶۸ كل من 07۶ و 0222 قائمة وما‎ 
نعلم‎ )٩( أن مجموع زوايا الرباعي يساوي 3607 فإن 140° = ۸07. من مبرهنة‎ 
أن 504 = 704 وأن 508 = 201 . إذن»‎ 
. 108 = 304+ BOS = 3 ROT = 0° 
© ف الدائرة المرفقة (0)0,7» مددنا الوتر 48 إلى‎ ]AHSME 1955[ )5١( 


بحيث يكون + - 80. 007 مستقيم» 200 - 400. ما قياس 
AOD‏ ؟ 

















۲ الهندسة (الجزء الأول) 


¢ 40° (ب) 50° (ج) 55° (د) 60° 


الحل: الإحابة هي (د): با أن م - 80 = 08 وأن 20 = € فإن 

0° = 800 . ولذا فإن 40° = 480. وما أن 04 - 08 فإن 

. AOD = 048 + 0 = 40° + 20° = 60° إذنء‎ . 048 = 40° 

€٤ 1988[ )۲(‏ iMاAus]‏ في الشكل للمرفق» 0 مركز الدائرة» إذا كان 
OPF = 5°‏ و 40° = 008 فما قيمة ى ؟ 


R 


ا 


ا 


() 30° (ب) 35° (ج) 40° () 45° 


الحل: الإحابة هي (د): ارسم نصف القطر OR‏ عندئذ» کل من ۰۸0۶4 
72 20282 متساوي الساقين. ما أن مجموع زوايا المثلث 22001 يساوي 
”180 فإن 180° = (ه + 5 + 2)40. ومن ذلك نحد أن 45° = نه. 








الدواخر tr‏ 
(58) [1989 ©21.وناك] ربطنا ماعزاً بحبل مثبت عند أحد أركان كوخ مستطيل 


طوله 9 وعرضه 7 وطول الحبل 10. الكوخ محاط بأرض عشبية. ما مساحة 
الأرض العشبية التي بإمكان الماعز الوصول إليها ؟ 


0 ند (ب) لحك (ج) 1557 (د) 2297 
7 
رأس الماعز 
الحل: الإحابة هي (أ): لاحظ أن مساحة المنطقة التي يستطيع الماعز الوصول إليها 


اي 


كك پوچ ج چ 1 
2 4 4 4 


]Aut M٣ 1989[ )54(‏ في الشكل المرفق» 0 مركز الدائرة. 48602 مربع حيث 
021 ماس للدائرة. النسبة بين مساحة المربع ومساحة الدائرة هي: 


8 5 
حت E‏ ا اا 
0 257 7 © جع 0 جو 











0 الهندسة الجزء الأول) 


حم 
ل 


D E 0‏ 
الحل: الإحابة هي (أ): لنفرض أن 7 نقطة منتصف 48 . ولنفرض 





أن » هو طول ضلع المربع وأن ٣‏ هو نصف قطر الدائرة. الآن» 
هق ح OF = EF -OE‏ . وباستخدام مبرهنة فيثاغورس للمثلث ۸0۳8 
جد أن 








الدوائر 1 


[ABCD] _ a _‏ 
rr? rr? 257‏ مساحة الدائرة 
]Aust. M٣ 1987[ )٠١(‏ نصف قطر الدائرة الكبيرة قي الشكل المرفق هو 7. ما 
مساحة المنطقة المظللة ؟ 
(ا) 4 دم (ب) ”(3- )r‏ (ج) “2# -م) (د) “دم 


الحل: الإحابة هي (ج): أنشئ المربعات 220125 ۶70۷» ۷×۲7 كما هو 


2 




















لقان الغندسة (الجزء الأول) 
لنفرض أن 4 مساحة الدائرة الكبيرة وأن 8 مساحة المنطقة المنقطة وأن € 
مساحة المنطقة المظللة عندئذ» 
C= 4-48‏ 
A- 4[PQRS]‏ - 
A- [PTUV]‏ - 


_ٍ A-3 WXY2] 
rr? (ar (r - 22 


]Aust. M٣ 1989[ )57(‏ في الشكل المرفق» رؤوس المثلث ۸48٥0‏ هي مراكز 
الدوائر الثلاث وأطوال أضلاعه هي 8» 9» 13. نصف قطر الدائرة الكبيرة 


2 


60 (ب) 6.5 © 7 («) 7.5 
الحل: الإحابة هي (ج): لنفرض أن :2 1» 2 هي أنصاف أقطار الدوائر حيث 
۾ هو نصف قطر الدائرة الكبيرة. عندئذء 8 ح بي ده 9ح دودس 


يساوي: 


3 = م + ع. بحل هذه المعادلات نحد أن N‏ 

















الدوائر 4۷ 
]Aust.MC 1987[ )50(‏ في الشكل المرفق 20 ي0» ,0 مراكز ثلاثة أنصاف 
دوائر متطابقة» و ٥,‏ مركز الدائرة الصغيرة. إذا كان ۸ نصف قطر كل من 


أنصاف الدوائر المتطابقة و نصف قطر الدائرة الصغيرة فإن 2 يساوي: 


1 زی ۳ ا م 1 
6 5 4€ 3 


و0 4 Ca‏ 
الحل: الإجابة هي (ج): 


6. 22 G و0‎ 
إذن»‎ . #8 +١ 2زرء‎ ›»۸ - ٣ قائم الزاوية أطوال أضلاعه هي‎ ۸00٥, 
(R= r) + R? = (R +r) 
R? -2rR +r? + R? = 72 +2rR + r 
R? = 47 





R 4‏ 
]Aus M٣ 1985[ )58(‏ رسمنا وتراً في دائرة نصف قطرها 10 ويبعد 6 عن 
مركزها. بعد ذلك رسمنا وتراً آحر طوله نصف طول الوتر الأول. ما المسافة بين 


الوتر الثاني ومركز الدائرة 5 











۳۸ الهندسة (الجزء الأول) 


6 8 (ب) 9 (ج) 37 )۵ 84 
الحل: الإجابة هي (د): 





لنفرض أن طول الوتر 24 = ۸40 . إذن» : = 2۳ . الآن» ۸408 قائم الزاوية. 
ولذا فإن ‏ = 248 *- BD‏ . في المغلث 408 نجد أن 102 = ”6 + نس 


لاا فاك 8ن و 2-4 


و الآنء في 4802 نحد أن 

. 0D = 1102: - 42 = 84 

(55) [2012 21ءءه۴] الشكل المرفق يبين تقاطع دائرتين متطابقتين. مساحة المنطقة 
المظللة تساوي مجموع مساحتي المنطقتين غير المظللتين. إذا كانت مساحة 
المنطقة المظللة تساوي 2167 فما محيط کل من الدائرتين ؟ 








الدواخر ۴4 


)أ( 187 (ب) 277 (ج) 367 )د( 1087 
الحل: الإحابة هي (ج): لنفرض أن نصف قطر كل من الدائرتين يساوي . بما أن 
مساحة الدائرتين متساوية وأن المنطقة المظللة مشتركة بين الدائرتين فإن المنطقتين غير 
المظللتين متساويتان في المساحة ومجموع مساحتيهما يساوي مساحة المنطقة المظللة 
وهذا يساوي 2167. إذن» مساحة كل من المنطقتين غير المظللتين يساوي 
x21 = 1087‏ . مساحة أي من الدائرتين تساوي مجموع مساحة المنطقة 
المظللة ومساحة إحدى المنطقتين غير المظللتين. أي 3247 = 1087 + 2167 . 
إذن» 3247 = ”۸. ومن ذلك فإن 18= #. وهذا يكون محيط الدائرة هو 
.2rr = 36r‏ 


(10) [2010 ا۴asca]‏ في الشكل المرفق» اء ۷ء ۷ ×> ۲> 7 على 
استقامة واحدة حيث 5 - ۷7 = ۷× = ×۷ = U۷ = ۷W‏ . أنشأ 
أنصاف الدوائر التي أقطارها 72]» 21717 01717 ۷£ ۷ ۲7 كما 
هو مبين. ما مساحة المنطقة المظللة ؟ 


0( الس (ب) الملل © 7 () 5 











۲0٠‏ الغندسة رالجزء الأول) 


الحل: الإحابة هي (أ): مساحة نصف الدائرة التي قطرها 4 يساوي 


2 
r4) =‏ إذن» مساحة كل من أنصاف الدوائر الصغيرة (وعددها 
2 وهم 1 E‏ وج : 
خمسة) تساوي 5 چ 8 مساحة المنطقة المظللة تساوي مساحة نصف 
الدائرة الكبيرة مضافاً إليها مساحة إحدى أنصاف الدوائر الصغيرة. أي أن 
,325 ,950 د 25 + زدوومم 1 
4 8 8 8 
(11) [2009 لتعقدص] في الشكل المرفق» ۶Q‏ و 725 قطران متعامدان في دائرة 
نصف قطرها 4. ما مساحة المنطقة المظللة ؟ 
() 4 +8 (ب) 8+87 )ج( +16+4 )( جق +16 


R 
P 


0 
3 


الحل: الإحابة هي (د): مساحة المنطقة المظللة تساوي 
[AROQ] + [POR] + ]900[‏ + زو0طه] 
كل من المثلثين قائم طول كل من ساقيه يساوي نصف قطر الدائرة وهو 4. إذن» 
[APOS] + (AROQ] = x 4» 4 + 2x 4x4 0‏ 


مساحة كل من القطاعين يساوي مساحة ربع دائرة لأن 360 × = 90. إذن» 











۳o1 الدواخر‎ 


[POR] + [500] 17 x4 x4 8r. 


إذن» مساحة المنطقة المظللة تساوي 87 + 16. 


(۲) [2005 تروانده] في الشكل المرفق» 408 ربع دائرة نصف قطرها 10. 
0 مستطيل محيطه 26. حيط المنطقة المظللة يساوي: 
8 


4 R 


Ap 0 


() 7+57 )ب( ج5 +13 )ج( >5 +17 )( ج25 +17 
الحل: الإجابة هي (ج): نيط الشكل اللمظلل يساوي 
1Q8 + AP + PR + RB‏ . بما أن 408 ربع دائرة نصف قطرها 10 فإن 
5 (10× 7 = 87. با أن ۶0۸۴0 مستطيل فإن 


PR = 00 = 0‏ . الآن» 
AP + RB = (AO - PO) + (BO - RO)‏ 
(A40 + BO) - (PO + RO)‏ = 
لگن 3 = (عيط الستطیل )2 = ۸0 + 0. إذنء 
.10+10-13=7= ضع + AP‏ 
وبهذا فإن محيط المنطقة المظللة يساوي 
5r = 17 + 5+.‏ +7 +10 


























ror‏ الهندسة رالجزء الأول) 

]۴ermat 2008[ )۳(‏ ف الشكل المرفق» ثلاث دوائر مراكزها ظرء ›>@Q‏ ۸ 
وأنصاف أقطارها 3» 2» 1 على التوالي. ما مساحة 2707م ؟ 
¢ 4 (ب) 6 (ج) 10 (د) 12 


0 


ا 


الحل: الإحابة هي (ب): لاحظ أن 5 = 3+2 = 20ء 4 = 3+1 = «PR‏ 
3 = 2+1 = ۸@. إذن» أطوال أضلاع الثلث هي 3» 4: 5. وما أن 


3 + 4 = 52 فإن المثلث قائم الزاوية. إذن» 6 = .[aPQR] = x3 x4‏ 


]۴ermat 2005[ )55(‏ نف الشكل المرفق» نصف دائرة قطرها لالآرء 70126 
مستطيل» 2 STUY .072- 28 PO=‏ مربع. مساحة STUV‏ 
تساوي: 


)¢ 4 (ب) 9 (ج) 16 (د) 25 























ror الدوائر‎ 


الحل: الإحابة هي (ج): لنفرض أن 0 هو مركز الدائرة و 7 نصف قطرها و نه 
طول ضلع المربع. المطلوب هو إيجاد 22 . 





0 = 12 + 142 = 2م . وفي 20177 لدينا 
تن + إن + 14) = 2م 
تن + 7ے + و28 + 196 = 340 
0 = 72 - 142+ تج 
(z+ 18()z - 4 =0‏ 
إذن» 4 = ». ومن ثم فإن 16 = ”4 . 


(15) [2004 ٤2ص۴er]‏ لدينا مثلث أطوال أضلاعه هي 6» 8» 10 على التوالي. 
رسمنا دائرة بحيث تكون مساحة المنطقة داخل الدائرة وخحارج المثلث تساوي 
مساحة المنطقة داحل المثلث وخارج الدائرة. نصف قطر الدائرة يساوي: 


30 28 26 24 
2 © - ج١‎ - ف (ب)‎ (0 
T T 1 FT 








ل الهندسة (الجزء الأول) 


الحل: الإحابة هي (أ): لنفرض أن 4 هي مساحة المنطقة داخل المثلث وحارج 
الدائرة وأن 8 هي مساحة المنطقة خارج المثلث وداخل الدائرة. عندئذ» بالفرض 8 
هي مساحة المنطقة خارج الدائرة وداحل المثلث. ولذا فإن 8 + 4 تساوي مساحة 
الدائرة وتساوي أيضاً مساحة المثلث. إذن» مساحة الدائرة تساوي مساحة المغلث. 


ولكن 102 = ”8 + 62. ويحذا فالئلث قائم الزاوية مساحته تساوي 
4 = 8 ×6 × . إذن» 4 = 2ج ويكون كرد 

2 7 
at 2001[ )17(‏ صء۴] في الشكل المرفق ثلاث دوائر متماسة» الدائرتان الصغيرتان 


متطابقتان. الدوائر محاطة بمستطيل عرضه 4. ما طول المستطيل ؟ 
() 2+8 (ب) ولد+ة (ج) 2+10 م 3+10 











الدواخر انان 


0: 


الحل: الإحابة هي (ب): نفرض أن ۸ هو نصف قطر الدائرة الكبيرة و 7 هو 
نصف قطر كل من الدائرتين الصغيرتين. 














الآن 4 = 2۸ و 4 = "4 . إذن» 2 = ۸ و 1= ”. طول المستطيل هو 
R+OP +r =3+CP.‏ 

الآن» 3 = م + ۸ = ,0,0 . ومن مبرهنة فيثاغورس نحد أن 
8 = 32-12 = 0,۲ 

إذن» طول المستطيل يساوي 5/8 + 3. 


]M40 20111 )۷(‏ في الشكل المرفق» 0 مركز الدائرة» طول ED‏ يساوي 6 
كيلو مترات» 8° = 48 » 65 || 48 . ما حيط الدائرة ؟ 
(ً( 160 (ب) 260 (ج) 270 (د) 370 




















۳0 الغندسة (الجزء الأول) 


B 


الحل: الإحابة هي (ج): بما أن 05 || 48 فإن 48٤‏ = 505 . إذن» 


me 8 1‏ 1 
لخت ف = زر هن قبط الدازة زد يط الذائزة يساوي 280 = 6545 
45 360 وا زه 5 9 وي 


]M40 2011[ )58(‏ رسمنا المثلث ۸48٥0‏ المتساوي الساقين داحل دائرة حيث 
° = © = 8 . ما قياس الزاوية الكبرى للمثلث المنشاً بالمماسات للدائرة 
عند النقاط ۸ء 22 0 ؟ 
إن 35° (ب) 40° (ج) 70° (د) 100° 
الحل: الإجابة هي (د): 














rov الدوائر‎ 


0° = 24 = 80 . عندئذ» 140° = 40 = 48 . وبهذا فإن 
.F = E 3 (220° 140°) = 40°‏ إذذة 100° = D‏ . 
[M40 2011[ )9(‏ ثلاث دوائر متماسة خارجياً. النسب بين مساحاتما هي 
5 : 49 : 121» محيط الدائرة الصغرى يساوي 107. ما محيط المثلث الذي 
رؤوسه مراكز الدوائر ؟ 
¢( 46 (ب) 48 (ج) 49 ) 50 
الحل: الإحابة هي (): 


النسبة بين أنصاف أقطار الدوائر هي 

5 : 49 : 121/. أي 7:5 :11. وما أن محيط الدائرة الصغرى هو 107 
فإن نصف قطرها يساوي 5. إذن» أنصاف أقطار الدوائر هي 65 7» 11 على 
التوالي. ومن ذلك جد أن أطوال أضلاع المثلث هي 212 16ء 18 ويكون محيطه 


يساوي 46 . 

















rok‏ الهندسة «الجزء الأول 

۸48٥ ]M40 2011[ )۷۰(‏ متساوي الساقين حيث الساق 48 هو قطر 
دائرة. 7 نقطة تقاطع 80 مع الدائرة. إذا كان نصف قطر الدائرة 5 = م 
و 4= 80 فإن (47 يساوي: 
0 2 (ب) 4 (ج) 46 (ه 72 

الحل: الإحابة هي (ج): 


4B = 2r = 0‏ . وها أن 2 - 8= 82 وان ۸408 قائم فإن 
2 ل 


.AD = (10 - 22 - كه‎ 


[M۸0 2011[ )۷١(‏ رسمنا شبه منحرف متساوي الساقين داحل دائرة نصف قطرها 
7 . المسافة بين القاعدة الكبرى ومركز الدائرة يساوي 8» طول القاعدة 
الصغرى يساوي 10 والقاعدتان على جهتين مختلفتين من الدائرة وتوازيان قطر 
الدائرة. ما مساحة شبه المنحرف ؟ 
() 40/66 + 140 (ب) 40/66 + 160 
(ج) 40/66 + 180 (د) 40/66 + 200 








الدوائر 0۹4 





الحل: الإحابة هي (ب): 


= 70-180 
OF = ١/1172 - 52 = 6‏ 
إذن» ارتفاع شبه المنحرف يساوي 20/66 + 8. 15 - 8- 0/172 = BB‏ . 
إذن» 30 = 48 . ويهذا فإن 


[ABCD] = 30 + 30)(8 + 266 ) = 160 + 4066 . 


]M40 2011[ )۷۲(‏ ف الشكل المرفق» 402 قطر في الدائرة طوله 8» ۸8ء 
6« 880 مماسات للدائرة عند النقاط 4رء (7» 5 على التوالي» 
60° = 8 . ما مساحة شبه المنحرف 4807 ؟ 

24/3 (د)‎ E 2 


0 (ب) 22۷3 ( 








۳1 الغندسة رالجزء الأول) 





الحل: الإحابة هي (أ): لنفرض أن » = 00 . عندئذ نه = 08 و انه = 41 . 


8 16 
20817 مثلث 90° - 60° - 30 . ولذا فإن کے = وہ کے مور . وما 
1/3 2/3 
16 8 


4 
أن BE‏ = 48 فإن ےک = ے + س. وبهذا فإن 2 = نه. إذن» 
0/3 3 2/3 


64/3 2 د 
x<8‏ 


[ABCD] 9 NETE 8 


]M40 20111 )۷(‏ في الشكل المرفق» 04» 08 مماسان للدائرة التي مركزها 0 
عند 2 و © على التولي» 45° = «DG - 8 «DG = 90° ›F@‏ 
BG‏ = 42. ما حيط الشكل المحاط بالقطعتين 472 و 47 والقوس 
ED‏ ؟ 
() 4+2 برب 5+7۷2 (ج) 6+7۷2 رم 8+7۷2 














الدوائر ۳1 


الحل: الإجابة هي (د): ارسم 02» 00 06. بما أن ©8 = 42 فإن 
45° = 170 = 28. ا أن 90° = 70 = 700 فإن ©0870 مربع طول 
قطره 8 = ©2. إذن» طول ضلعه يساوي 4/2 . ويهذا فإن نصف قطر الدائرة 
يساوي 42/2. كما أن 45° = 8۸5 ومن ثم 4۸/2 = 42 . الآن» من تشابه 
اللات نحد أن 16- 48. ومن ذلك 44/2 8 - 48. وما أن 
° = 87 فإن طوله يساوي 2 -[5][له). إذن» محيط الشكل 


المطلوب هو 7/2 + 8 = N2‏ + 42 - ق + 2ي . 


)۷٤(‏ [2010 i4اEuc]‏ في الشكل المرفق» النقاط 8» رء ١ »Q‏ واقعة على 
القطعة المستقيمة 47. 2 مركز نصف الدائرة التي قطرها ۸0 و © مركز 
نصف الدائرة التي قطرها 287. 7# نقطة تقاطع نصفي الدائرتين» 
PRQ = 0°‏ . ما قياس 277 ؟ 
¢ 95° (ب) *100 (ج) 105° جم 110° 








يلض الهندسة (الجزء الأول) 
2 


A BP © 0 DMD 
الحل: الإحابة هي (د): لنفرض أن "نه = ۶۸۸ وأن ° = 0218 . بما أن كلا‎ 
من ۶۸ و ۶۸4 نصف قطر في الدائرة الكبيرة فإن ۸۲۸4۸ متساوي الساقين. ولذا‎ 
وها أن كلاً من 072 و 07 نصف قطر في الدائرة‎ . P۸۸ = 5478 = فإن "به‎ 
الصغيرة فإن 8072 متساوي الساقين. ومن ذلك *ن = 0182© = 028 . الآنء‎ 
مجموع زوايا المثلث  (۸4۸ يساوي 180. ولذا نحد أن‎ 
دن + ن + 40 + هن) دن. أي أن 705 ح دين + ش. ومذا فإن‎ = 0° 


110° = 40° + 70° = كن + 40° + عند = „ARD‏ 


(۷) [2007 4ناهن8] في الشكل المرفق قطاع من دائرة مركزها 0 ونصف قطرها 
5. ما محيط القطاع ؟ 
) 5+7 (ب) 27 + 5 (ج) 7+ 10 (<) +2 +10 


5 حم 
الحل: الإحابة هي (د): حيط القطاع هو 
AB.‏ + 10 ع AB = 5 + 5 + AB‏ + 08 + 04 


= يل فإن 48 يساوي ل محيط دائرة نصف قطرها 5. أي 


بما أن 1 
5 360° 











الدواخر 1 


27 = 5 × 2۳ × <. إذن» يط القطاع يساوي 2r‏ + 10. 


(7) [2006 i4اEuc]‏ في الشكل المرفق ۲77× مربع يحيط بدائرتين حيث 0 
مركز الدائرة الكبيرة و 27 مركز الدائرة الصغيرة» 5 = ۴8 » 9= (8. ما 
طول ضلع المربع X۲77‏ ؟ 
25 (ب) 50 (ج) 60 (د) 100 


20 
الحل الأول 


الإحابة هي (ب): لنفرض أن نصف قطر الدائرة الكبيرة :ه = ۸0 . عندئذ» 
CD=a-—9‏ و 5-ه- 08. ~AACE «iùîl‏ 80م لأن 


هه 





0° = 4788 (تقابل نصف دائرة). وإذا كان »= 672/7 فإن 
DEC = 90- a‏ و به = .CEA‏ أيضاً به -90 = E40‏ . ولهذا فالمثلثان 


متشابمان ونحصل على 
CD _ EC‏ 
EC AC‏ 
وك 9ي 








5 & 











6 الهندسة «الجزء الأول) 


5 + 102 - ث1 = 92 - تج 
5 ا 
ولذا فإن طول ضلع المربع يساوي قطر الدائرة الكبيرة. أي 50 = 24 . 
الحل الثاني 
باستخدام مبرهنة فيثاغورس بحد أن 
(AE) + (ED)‏ = :(ط4م) 
(AE) = (AC) + (CE)‏ 
(ED) = (CE) + (CD)‏ 
إذن» 
(AD)? = (AC)? + (CE)® + (CE)? + (CD)?‏ 
9 - #) + 5(2 - )2 + 12 = (9- 22( 
(۷۷) [2002 4316128 ,4310104] طول قوس قياسه بالدرحات يساوي 45° 


في دائرة 4 يساوي طول قوس قياسه بالدرحات يساوي 30 في دائرة 8 . 
ما النسبة بين مساحة الدائرة 4 إلى مساحة الدائرة 8 ؟ 


4 2 5 3 
ل ب 7 س ت 
9 0 عو © م 0و 
الحل: الإحابة هي (أ): لنفرض أن ”7 هو نصف قطر الدائرة 4 و 5 هو نصف 
قطر الدائرة 8 . 
TT 1 1‏ 45 
طول قوس الدائرة 4 هو 2 = 277 ع« —. 


360 4 


Ts 5‏ 30 
طول قوس الدائرة 8 هو د = و27 × . 
وبر كال 6 360 














الدوائر 10 


وبما أن الطولين متساويان فإن 2 3 أق أل 5-5 ولا فالفسة بين 
5 


مساحة 4 إلى مساحة ا 
9 3 
]AMC10B 2004[ )۷۸(‏ رسمنا ۸480 داحل دائرة (,60)0. 2 نقطة على 
الدائرة حيث 45 ينصقف 840 . إذا كان «حاهير» 8= 0 

80-9 فماقيمة 4 ؟ 

CD 

° وبع 5 1 ( = 
8 8 7 2 


الحل: الإحابة هي (ب): 





6 = 486 (يقابلان القوس 40). وما أن 6472 = 548 فإن 
ع عن ع AD AB‏ 
0 ~ 5/4817 . من ذلك بحد أن = = -. ولكن من مبرهنة منصة 
من ذ CD BE‏ ولكن من مبرهنة منصف 
الزاوية في المثلث ل قد أن لقت لكر إذن» 
EC AC‏ 
BE)‏ عم BE = AP x Rê AB‏ 
AC AC‏ 
ا كدقف وم ہی ولك د أن 
AB + AC‏ 























۳1 الهندسة «الجزء الأول) 


AD AB AB+AC 7+8 5 
CD BE BC 9 3 


(۷۹) [2005 210104ه] 48 قطر في الدائرة (,0)0» © نقطة على ۸8 
حيث 80 = 240. 2 و 8 نقطتان على الدائرة حيث 48 1 20 





¢ [ADCE] , E 
؟‎ DE 
[AABD] و الل قطي‎ 
6 2 م‎ 1 ¢ 
9 3 € iY م‎ 0 
A B 
E 


الحل: الإحابة هي (ج): أحد أضلاع كل من ۸008 و (2481 هو قطر في 
3 ولذا النسبة بين مساحتيهما هي النسبة بين ارتفاعيهما. أي أن 





21 . ہا أن ۸000 ہ ۸0۴0 فإن 
[AABD]‏ 
وم 4B-1‏ 1 
AOA g2" 1‏ مو éF‏ 
DC DO DO 3‏ 


وم 1 
2 






































الدواخر ۳۷ 

(۸۰) [2006 42140104] دائرة نصف قطرها 1 تمس دائرة نصف قطرها 2. 

أضلاع ۸480 مماسات للدائرتين كما هو مبين. ۸0 = 48 . ما مساحة 
المثلث 4780م ؟ 


64 35 + 
16۷/2 )( 2 15۷2 (ب)‎ 2 
A 


الحل: الإجابة هي (د): 














۳۸ الهندسة (الجزء الأول) 





لاحظ أن :لفط ,480 ۸00 من لكش إن 22ے ملك 
A0, EO,‏ 

[ 5 . 40 1 

أي أن - ے __ 1 . ولذا فإن 3 = ,40 . واستناداً إلى مبرهنة فيشاغورس نحد 
AOS 2‏ 1 و لى ميرد غورس 

أن کے ع دون بيع :20ى هقر ىن 1 ے 22 
CF AF OF‏ 8 


ولذا فإن 20/2 = 0۴ . وبهذا فإن 
3(4F)(B0) - 3(AFP)CCF) - (AF)(CF)‏ = [80همد] 
2 = 22× 8 = 


]MC10B 2006[ )8١(‏ في الشكل المرفق» (0)0,2 دائرة» 0480 مربع طول 
ضلعه 1. ما مساحة المنطقة المظللة ؟ 


0 18+ (ب) )2-8( 


(ج) (3 ۷ - 7)2 (@ 7-13 





الحل: الإحابة هي (أ): لاحظ أن مساحة المنطقة المظللة هي 
[ADOE] + [ADBE].‏ — (مساحة القطاع (DOE‏ 


الآن» استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس بحد أن 

















الدوائر ۳14 
8ح 1= 22 > (DA) =(GE‏ 
إذن» 3 = 08 = 24 . من الواضح أن كلاً من ۸204 و ۸800 هو 
مثلث 90° - 60° - 30° حيث 60° = e, .EOC = DOA‏ أن OABC‏ 
مربع فإن 90° = COA‏ . إذن» 
EOA = COA -— DOA = 30°‏ و 30° = DOE = DOA - EOA‏ . 
وما أن 1= 08 = 48 فإن 3-1 / = E8‏ = 28 . إذن» مساحة المنطقة 
المظللة هي 
30 


2 
TNE,‏ )1 3) × + 30° سه × 2 × و عر 1 22 رج هر لكل 
3 2 2 360 


[M108 2007[ )۸۲(‏ دائرة نصف قطرها 1 محاطة بأربع دوائر نصف قطر كل 
00 . ماقيمة م ؟ 
(ب) 2ہ +1 (ج) 6ل ( 0/9 +ه 


الحل: الإحابة هي (ب): يمكن إيجاد طول القطعة المستقيمة بين مركز الدائرة 

















ام الهندسة (الجزء الأول) 
الصغرى ومركز إحدى الدوائر الحيطة بطريقتين: من ناحية هذه القطعة تساوي 
+1 ومن ناحية أخرى فهو نصف قطر مربع طول ضلعه 27. أي 


2r‏ - شه + 2 إذن» «+1دمول.. ‏ أي أن 


تك 


"= 
2-1 


(87) [2008 4210104] مثلث متساوي الأضلاع طول ضلعه 6. ما مساحة 
المنطقة المكونة من جميع النقاط حارج المثلث وتبعد ثلاث وحدات من نقطة 

على المثلث ؟ 

(أ) 24/13 +36 (ب) 97+ 54 (ج) +9 + 56 «<) 97+ 60 
الحل: الإحابة هي (ب): المنطقة مكونة من ثلاثة مستطيلات من النوع 36 
وثلاثة أقواس قياس كل منها 120 تقابل دوائر نصف قطر كل منها 3 . 

6 


إذن المساحة هي 


.97 + 54 = و لق + 6 × 3 3 
360 








الدوائر ۴۷1 
(85) [2010 4210108] مركز مربع طول ضلعه 1 هو مركز دائرة نصف قطرها 
- كما هو مبين في الشكل المرفق. ما مساحة المناطق داخحل الدائرة وخارج 


المريع ؟ 








الحل: الإحابة هي (ب): طول قطر المربع يساوي 2/+. مساحة المناطق المظللة 
المطلوبة هي 4 أمثال مساحة القطاع 02 مطروحاً منها 4 أمثال مساحة المثلث 
۸48B‏ لاحظ أن 08 = 46 وأن 2= =3x1‏ 00 (نصف طول ضلع 
المربع) وأن ل = 09. من موهنة اغوس مد أن 

| 0 /3 


3 2 6 


CB 





بما أن 80 = 40 = 48 فإن ۸480 متساوي الأضلاع. 
2 
مساحة القطاع 048 تساوي | ا 
> 18 


360 


3 




















ذف الهندسة «الجزء الأول) 


مساحة المثلث يمد حي قلتت قدي دی 
8 2 
إذن مساحة المناطق المظللة هى 2_8 زقلا عا 
© 8 89 )| 182 





(85) [2009 31©104ه] الشكل المرفق مكون من أربع دوائر متطابقة محاطة بدائرة 
كبيرة كما هو مبين. ما النسبة بين مجموع مساحات الأربع دوائر الصغيرة 
ومساحة الدائرة الكبيرة ؟ 

م 3-22 رب 2-١/2‏ ١ج(‏ [4)3-2/2 م 2/2-2 





الحل: .الإحابة هي (ج): ارسم بعض أنصاف أقطار الدوائر الصغيرة كما هو مبين 
وافرض أن 7 هو نصف قطر كل من الدوائر الصغيرة وأن ۸ هو نصف قطر الدائرة 
الكبيرة . 











الدواخر Vr‏ 
من تمائل الشكل» 4802 مربع طول ضلعه 27. ولذا فإن طول قطره يساوي 
N‏ إذنء 227+ Nr +r = 2r‏ دم - 98. ولذا فين 
(9/ د 8« داع عساحة التاق الکن تساوي 
(20/2 د 3( A=rF = rr (1+ 2(7 rr‏ 
مجموع مساحات الدوائر الصغيرة تساوي 4۸۲ = 8 . إذن» 


Arr?‏ قل 
A rr (3+ 2/2(‏ 
8-29 4 4 


x 4(3 - N2). 

3+2 3+2 3-2 ( ) 

(87) [2010 210108ه] ف الشكل المرفق دائرة مركزها 0 ومساحتها 1567. 
480 مثلث متساوي الأضلاع حيث 80 وتر في الدائرة» 
3 = 04 . ما طول ضلع المثلث ۸480 ؟ 
¢ 23 (ب) 6 ( 43 (د) 12 





الحل: الإحابة هي (ب): لنفرض أن » هو طول ضلع المثلث وأن 7 هو نصف 



































نيل الهندسة (الجزء الأول) 


قطر الدائرة. ما أن 1567 = رج فإن 156/. = م. لاحظ أيضاً أن 


80 ل 0D‏ ومن ثم فإن ن <= .BD = D€‏ إذن» وگ مم الآن 
باستخدام مبرهنة فيثاغورس جحد أن 
2 
2 
لد + |5 - )156( 





156 ودد‎ + +122 + 8 
2 ل‎ 122-108 = 0 
(z - 6()z + 18( = 0 


إذن» 6 = 2. 


]AMC10B 20111 )80(‏ في الدائرة التي مركزها 0» 20 || 88› 22 || 48 . 
AEB _ 4‏ للك اا :5077 ؟ 
ABE 5‏ 
(أً) 120° (ب) 125° (ج) 130° (د) 135° 
4 


D 0‏ 
الحل: الإحابة هي (ج): لنفرض أن ممه = AEB‏ وأن 5 = BE‏ . الآن 











Vo الدواخر‎ 

E48 = °‏ (تقابل نصف دائرة). إذن» 180° = 90° + يوق + :هك . ويهذا فإن 

0 = نه ويكون 50° = ABE‏ و 40° = 488 . le‏ أن AB || ED‏ فإن 

«ABE = BED = 50°‏ ولكن 180° = BED + BCD‏ إذ أن BEDO‏ 
رباعي دائري. إذن» 

BCD = 1805 - BED = 180° - 50° = 130°. 

(۸۸) [2004 4316104] مستقيمان مختلفان يران بالركز المشترك لثلاث دوائر 

أنصاف أقطارها 1» 2» 3 على التوالي. مساحة المناطق المظللة تساوي م 

من مساحة المناطق غير المظللة. ما قياس الزاوية الحادة امحصورة بين المستقيمين 


بالراديان (7 رادیان = 180°) ؟ 
(ب) 2 ( ^ رم = 
RS‏ € 6 


7 
مح 
0 و 


الحل: الإحابة هي (ب): لنفرض أن £ هي مساحة المناطق المظللة وأن 7] هي 
مساحة المناطق غير المظللة وأن 0 هي الزاوية الحادة بين المستقيمين. مساحة الدائرة 




















۳۷ الهندسة «الجزء الأول) 


الكبيرة تساوي 97. إذن» ج9- 77+ 5. وما أن 20 - وق فإن 


9 = 7 . أي أن = U‏ وأن ے کے . الآنء 


مساحة المناطق المظللة تساوي: 


4 17 7 0 x (4r — 7) + 7 (9r - 4r) = 30 +- 
7 


إذن» r‏ = 3 + 30. وهذا فإن ‏ = 0. 


ټ- 


]AMC10۸, AMC12۸ 2004[ )۸۹(‏ رمنا نصف دائرة قطرها 48 داخل المربع 
1802 الذي طول ضلعه 2» 05 ماس لنصف الدائرة يقطع ۸ عند 


8. ما طول 07 ؟ 
¢ قل (ب) ۷6 بج 2 () 5-5 
8 2 0 

* 
A4 0 B 


الحل: الإحابة هي (ج): لنفرض أن »= 48£. الآن 2= 80 = 0ل 
نه = BF‏ = 48 . باستخدام مبرهنة فيثاغورس في المثلث 201017 نحد أن 
2( + 2) = 22 + 2( -2) 














الدوائر ۷V‏ 
من ذلك نحد أن ج کت وهذاائإن 


CE = FC +3 =. 


.2 دائرتان مركزاهما ۸ و 8 ونصف قطر کل منهما‎ ]AM C10۸ 2007[ )5١( 
A نقطة منتصف ۸8» 20/2 = 20/4 00 مماس للدائرة التي مركزها‎ 0 
و 02 ماس للدائرة التي مركزها 8» 27 مماس مشترك للدائرتين. ما‎ 
مساحة المنطقة المظللة 270017(17 ؟‎ 
42 + (ب)‎ 82-2-٤ 0 
82-4-7 (20 42 ( 
E F 


ا ` 


0 


الحل: الإحابة هي (د): مساحة المنطقة المطلوبة هي 
[ABFE]- (AEC + [AACO] + [ABDO] + BED).‏ 
من الواضح أن 48 || E۸‏ . إذنء 48۴8 مستطيل مساحته 
x ) 40 + OB) = 2 x 2)20/9( = 8/2 .‏ 2 
بما أن 00 ماس للدائرة 4 فإن ۸400 مثلث قائم. وما أن 20/2 = 40 و 








لي الهندسة (الجزء الأول) 
2 = 40 فإن ۸400 مثلث 90° - 455 455. إذن» 

[AACO] = 692 =2‏ 
ومن الواضح أن 2 = [400ه] = [۸820]. 
مساحة القطاع AEC‏ تساوي مساحة القطاع BFD‏ وتساوي : مساحة أي من 
دائرتيهما. أي أن مساحة كل منهما تساوي = 4× xr‏ إذن» مساحة 
المنطقة المظللة المطلوبة هي 


.3-4-7 =|2+2+5+ 5 |- ولو 








الدوائر ۴۷4 


)١(‏ في الشكل المرفق 0 مركز الدائرة» 408 قطر. ما قياس ل ؟ 
قطر. ما قياس ل 
50° (ب) 55° (ج) 60° (د) 65° 








0 20° (ب) 25° (ج) 30° («) 35° 


(۳) إذاكان 0 هو مركز الدائرة فما قياس 2 ن ؟ 


(( 80° (ب) 100° (ج) 110° (د) 120° 








۸۰ الهندسة (الجزء الأول) 


o D 
>> 


(4) 0 مركز الدائرق» 48 || 20. ما قياس الزاوية م ؟ 
(أ) 80° (ب) 84° (ج) 96° د 106° 





(ه) 0 مركز الدائرة» 27» 1 نقطتا تقاطع 40 و 48 مع الدائرة. ما قياس 
3 


¢ 20° (ب) 25° (ج) 30° 3 85 








۴۸1 الدوائر‎ 
A 


KON 
3 - 1 


(5) ما قياس و في الشكل المرفق حي 
س و في الشكل المرفق حيث 0 هو مركز الدائرة ؟ 





أ( 50° 8 
(ب) 75 ل 
(ج) 90° (د) 100° 


(۷) في الك فق 
في الشكل المرفق» 0 مركز الدائرة 
: مركز الدائرة» 010 مماس للدائرة عند (17. ما قياس 


E 











AY‏ الغندسة (الجزء الأول) 
¢ 30° (ب) 40° (ج) 50° (د) 60° 
(۸) في الدائرة (ہ,0)0» 48 و 40 مماسان عند 8 و © على التوالي. 


قياس 2 يساوي: 


() 20° (ب) 24° (ج) 28° (د) 31° 





(9) في الدائرة (0)0,4» 48 و 40 مماسان عند 8 و © على التوالي» 
BO‏ = 46 . ما طول 42 ؟ 
( 43 (ب) 6/3 (ج) 8/3 م 100/3 


D 0 4 


)٠١(‏ في الشكل المرفق» 0 مركز الدائرة» ما قياس ۾ ؟ 











FAY الدوائر‎ 


5 85 (ب) 45° (ج) 60° ( 62° 


)١١(‏ ف الدائرة (,0)©» 408 قطر ينصف الوتر 50 . ما قيمة ل + ؟ 
)¢ 90° (ب) 100° (ج) 110° () 115° 





)1١(‏ 48 و 4€ مماسان للدائرة التي مركزها 0 عند 8 و © على التوالي» 
5 = 48 » 10 = 48 . ما طول قطر الدائرة ؟ 


E 


B 


A 











585 الهندسة «الجزء الأول) 


() 15 (ب) 16 (ج) 18 () 20 


(16) في الشكل المرفق» 48» 40 مماسان للدائرة (0)0,5 عند 8 و 0 على 
التوالي» 30° = 840 . ما مساحة المنطقة المظللة ؟ 
: 23 25 
0 )88-7( (ب) [>- 3/3 


(3s +7) )( (33 + 7) ج١‎ 


)١5(‏ في الشكل المرفق» 0 مركز الدائرة» ما قيمة ى بن ؟ 
0 70° (ب) 80° (ج) 90° (د) 135° 


ها 


A48 )15(‏ 40ء 80 مماسات للدائرة التي مركزها 0 عند ۰۸1 ۸» م على 








o الدوائر‎ 


التوالي. إذا كان »= 224134 ر = 8۲» =z‏ 077 فما محيط المثلث 


60 ؟ 

جك رتكا 2 EFER‏ 
Gg 0‏ (ب) و 
)ج( z+y+2‏ (د) (2 + نع + )2 


(017) 08 نصف قطر في الدائرة (6)0,3. 48 ماس للدائرة عند 8» 
6 = 04. ما قياس 408 ؟ 
)¢ 30° (ب) 45° (ج) 60° (د) 90° 


(۱۷) 04 و 08 مماسان للدائرة التي مركزها 0 عند 4 و 8 على التوالي» 
الموازني للقطعة 10 المرسوم من 8 يلاقي امتداد 00 في النقطة 2. إذا 
كان 4 = 40 فما طول 42 ؟ 
أ 4 (ب) 6 (ج) 8 (د) 12 


(1) لتكن 0 نقطة على دائرة قطرها 48. لنفرض أن نصف المستقيم ۸€ 
يقطع الدائرة (0)4,48 عند 7 ويقطع المماس المنشأ من 8 عند . إذا 
كان 2817 = CBD‏ = 480 فما قياس 840 ؟ 
¢ 30° (ب) 45° (ج) 60° (د) 90° 


)١9(‏ 204 قطر في الدائرة (0)0,7. 234 نقطة على 62014 حيث 
2۴ = 011. 21470 ماس للدائرة عند 27 ويلاقي المماس المرسوم من 2 
عند ©. ما طول 014 ؟ 














۴۸١‏ الهندسة «الجزء الأول) 
3r (‏ (ب) 237 (ج 3r‏ وم A 3r‏ 
N »M 0٠٠0‏ م ثلاث تقاط مختلفة على الدائرة (0)0,7. 
MN = NP = 6‏ و 120° = MNP‏ . 0 نقطة تقاطع 0۸ مع 11۶ . 
ما طول 0@ ؟ 
3 (ب) 4 (ج) 5 (د) 6 
]M۸0 2005[ )١١(‏ قرصان دائریان متماسان كما هو مبين في الشكل» نصف 


قطر القرص الكبير 40 سم ونصف قطر القرص الصغير 30 سم. إذا دار 
القرص الصغير 4 دورات فما عدد الدورات التى دارها القرص الكبير ؟ 


3 3 
0( 9 7 (ج) 3 (۵@ 4 


(۲۲) 40 و 82 قطان متعامدان في الدائرة (,0)0. 17 نقطة على القوس 
الصغير 28. 8 نقطة تقاطع ]41 مع 08 و 7 نقطة تقاطع 48 مع 
0B‏ . ما قياس 7778 ؟ 


¢ 30° (ب) 45° (ج) 60° «) 70° 








AV الدواخر‎ 

(۲) ۸480 مرسوم داحل دائرة حيث ©70 - 22 50° = 8. منصفات 

زوايا المثلث تقطع الدائرة في النقاط '/4رء '8» "0 وأعمدة المثلث تقطع 
الدائرة في النقاط "۸» "8» "0. ما قياس "0"۸ ؟ 


() 80° (ب) 120° (ج) 140° (د) 160° 


(15) 48 ماس للدائرة (0,6)© عند النقطة 8. إذا كان 45° = 048 فما 
طول 48 ؟ 
¢ 3 (ب) 3۷/2 (ج) 6 وهم 6/2 


)2 لنفرض أن رؤوس المثلث 2480 تقع على الدائرة «COQ .C(O,r)‏ 
۶ ارتفاعان يلاقيان 48 و 46 في النقطتين © و 7 على التوالي. 
إذاكان 3 = 80 و 4 = 20 فما قيمة 4 + 4Q‏ ؟ 


6 (ب) 7 (ج) 8 (د) 12 


(؟) 408 قطر في الدائرة (0)0,7» 11277 وتر عمودي على 408 ويلاقيه 
في النقطة 2 . إذاكان 20° = 01/5 فما قياس 71/017 ؟ 
( 70° (ب) 90° (ج) 120° (د) 140° 


(0؟) MN‏ ماس للدائرة (0,3)© عند 1[. 48 وتر في الدائرة يوازي ×1 . 
۶ نقطة تلاقي 48 مع امتداد 0. إذا كان 5 = 414 فما طول 


OP‏ ؟ 


1 1 3 
زت ب 3 2 
0 و (ب) 1 @ م 7 5 








A‏ الغندسة (الجزء الأول) 
(۲۸) في الشكل المرفق» تتقاطع الدائرتان (0)0,,3 و (0)0,,6 في النقطتين 4 
واط ۶ منصف للزاوية BAC‏ . حك يساوي: 


* ر 2 ( = 
3 2 € 3 





(۲۹) («,0)© و (0)0',۳ دائرتان متماستان عند النقطة 4 . رسمنا مستقيماً يمر 
بالنقطة 4 ويقطع («,0)0 في النقطة 8 و (0)0/77 في النقطة '8 . 


عتدئذ» 

OB 1 O'B' )ب(‎ OB || O'B' ( 

OBA ع‎ O'B'A () OBA ع‎ B'AO' (e) 
في الشكل المرفق:‎ )۳١( 

= ۴ (ب)‎ E =D ) 


E 
F + AGB () E # 260 (e) 








الدوائر ۴۸۹4 





)۳١(‏ في الدائرة (0)0,4» 60° = 4B‏ 90° = 68 . ما قيمة 48 + CD‏ ؟ 
¢ 42-4 (ب) 4/2 (ج) 4 + 4۷2 () 8 


3 
<9 


1 


(۳۲) [1993 ©81.ودده] في الشكل المرفق» 0 مركز الدائرة. قيمة :2 تساوي: 
205 (ب) 25° (ج) 35° (د) 40° 


2 


]Aut.MC 1996[ )"6(‏ 01 و 0۲ نصفا قطري ربع دائرة» رسمنا نصف دائرة 


34 








۳۹۰ العندسة (الجزء الأول) 
قطرها × كما هو مبين. إذا كانت 7» 8» 0 ترمز للمثلث» القطاع» 
الحلال على التوالي فإن مساحة 7 إلى مساحة € تساوي: 


م 3 13 15 
= ب) 1 0 0 
2 @ 7 7 


0 
)٤(‏ [1996 ٣M.اAu]‏ في الشكل المرفق» النسبة بين محيط الشكل الرباعي إلى 
محيط الدائرة تساوي 4 إلى 3. النسبة بين مساحة الشكل الرباعي إلى 
مساحة الدائرة تساوي: 


أ 4 إلى > (ب) 38/2 إلى > (ج 16 إلى 9 (ى 4 إلى 3 


(5؟) [1993 ©321.وندش] في الشكل المرفق» كل من 2/750 و 7205 نصف 
دائرة» 20 || 85 » نصف قطر الدائرة الكبيرة 1. ما مساحة المنطقة المظللة: 


7-1 


2 





T 
2-1 (ج) 1 (م‎ ٣ (ب)‎ 0 








الدوائر ۴۹1 


P 5 Q 


]As. MC 1998[ )۳۹(‏ المثلث ۸۶0۸ قائم الزاوية عند 8 . 45° = 027 . 
5 قوس لدائرة مركزها 2 ونصف قطرها 27 ويقطع 20 عند النقطة 
8. إذا كانت 4 هي مساحة المنطقة غير المظللة و 8 مساحة المنطقة 


المظللة فإن 3 تساوي: 








r 5 

11 کیا د 
0 (ب ^ ١ج‏ 
4 


4- 00 4-7 


R‏ كر 
]Aust.MC 1996[ )۳۷(‏ رؤوس 25100 المتساوي الأضلاع تقع على حيط دائرة 


نصف قطرها 1. $ و 17 نقطتان على الدائرة حيث 07051 مستطيل. ما 


مساحة المستطيل 02517 ؟ 
م 








4r‏ الغندسة (الجزء الأول) 
3 
ا (ب) ۷/3 5 (@ 2 


M٣ 1997[ )۳۸(‏ .اu]‏ نافذة على شكل مربع طول ضلعه 60 حاط من الأعلى 
بقوس دائرة نصف قطرها 50. قوس الدائرة أصغر من نصف دائرة. ما أقصى 
ارتفاع للنافذة ؟ 


0 70 (ب) 80 (ج) 85 (د) 90 


QR ]Aust.M٣ 1995[ )۳۹(‏ القائم الزاوية عند © والمتساوي الساقين 
۶Q = Q۸ = 6‏ يحيط بدائرة مركزها 0. ما طول نصف قطر الدائرة ؟ 
¢ 20/3 (ب) 3۷2 (ج) 6-32 () 3 

]Aust MC 1994[ )50(‏ أضلاع 2207 مماسات للدائرة (0)0,7 عند النقاط 
4ه FT‏ 0ه 131 كات TU : ST :US‏ هي 11: 5:8 فما النسبة 
TPU : SRT : UQS‏ ؟ 


9:5:16) 7:3:2 (E) 8:5:2 CG) 74:10 





]Aust.MC 1994[ )5١(‏ للدائرة (0)0,1 والمربع 2075 المركز نفسه. طول 
ضلع المربع 1. مددنا أضلاع المربع لتلاقي الدائرة كما هو مبين. ما مساحة 








الدوائر 4۲ 
المناطق المظللة ؟ 


1 3 
0 0 ھا جاع 





PR [Aust MC 1995[ )45(‏ و 05 وتران في الدائرة (0)0,5 يتقاطعان في 
النقطة 7. إذاكان 20° = 2100 فما طول 778 + ۶Q‏ ؟ 


Ar 7‏ 87 107 
ا کے ب) س لدم کے 
6 9 (ب) 5 )ج( 9 )2( 


الحم 


7 


)٤۳(‏ [2012 210108ه] رسمنا دائرة نصف قطرها 5 داحل مستطيل كما هو 
مبين في الشكل. النسبة بين طول المستطيل إلى عرضه هي 2 : 1. ما مساحة 
المستطيل ؟ 








لل الهندسة «الجزء الأول) 


() 100 (ب) 125 (ج) 150 () 200 


]AMC104 2012[ )55(‏ )6)45 و (0)8,3 دائرتان متماستان» 2/77 ماس 
مشترك هما عند 2 و 2 ويلاقي امتداد 48 في النقطة 6. ما طول 
BC‏ ؟ 


(( 4.8 (ب) 10.2 (ج) 12 (د) 14.4 


5 


20 E 


0 


]AHSME 1987[ ):5(‏ 4802 مستطيل» 7 مركز الدائرة» 8 نقطة على 
الدائرة» 4 = 42رء 3 = 62. ما مساحة المنطقتين المظللتين ؟ 


7 ههه 


7 














الدوائر 40 


257 2317 257 277 
أ ول[ لاست اب ت د ا 
0 1 (ب) 12 1 @ 4 0 


]A SME 1994[ )47(‏ رسمنا أربعة أنصاف دوائر أقطارها أضلاع المربع 
5 الذي طول ضلعه 4 كما هو مبين. ثم رسمنا المربع ۸802 بحيث 
تكون أضلاعه مماسات لأنصاف الدوائر كما هو مبين. ما مساحة المربع 
ABCD‏ ؟ 


() 32 (ب) 36 (ج) 48 )د( 64 
A B‏ 





]AM€8 2011[ )٤۷(‏ في الشكل المرفق» نصف قطر الدائرة يساوي 1. كل من 
الشكلي الرباعيين مربع. لم مساحة المناطق المظللة داحل الدائرة و 8 


مساحة المناطق بين المربعين. ما قيمة م 


0 

















۳4 الهندسة «الجزء الأول) 


3- 2- 
() 2-ع رب 5-7 رج 2-7 26 


۸2 في الشكل المرفق» 0 مركز مشترك للدائرتين» الوتر‎ ]431©8 2010[ )٤۸( 
مماس للدائرة الصغرى عند 8» 10 - 460 16 ح (47/. ما مساحة‎ 
المنطقة الواقعة بين الدائرتين ؟‎ 


(أ) 497 (ب) 647 (ج) 817 )د( 1007 


و 
]Pascal 2007[ )59(‏ (0)82,1 و (0)2,2 ما المركز نفسه (1. مساحة 
المنطقتين المظللتين تساوي 7 من مساحة الدائرة الكبيرة. ما القياس المناسب 
للزاوية ADC‏ 5 


() 90° (ب) 108° (ج) 120° (د) 135° 
A‏ 


۹ 


Q 








الدوائر ۴4۷ 


(50) [2006 a1ءءه۴]‏ الدوائر الثلاث المبينة في الشكل المرفق متطابقة. حيط كل 
منها يساوي 36. ما حيط المنطقة المظللة ؟ 
60 (ب) 18 (ج) 24 (6۵ 36 


(51) [2003 نإهانؤه2©] في الشكل المرفق» لدينا أربع دوائر لها المركز نفسه أنصاف 
أقطارها 1» 2» 3» 4. إذاكانت 4 مساحة الدائرة الكبيرة و 8 مساحة 
المنطقتين المظللتين فإن يساوي: 


71 3 
7 16 © و چ 


0 
ل 
4 








۳۹۸ العندسة رالجزء الأول) 

(؟5) [2002 رعاره٤]‏ في الشكل المرفق» 0 مركز الدائرة» زاوية القطاع المظلل 
208 تساوي 90 وطول القوس AB‏ يساوي 27 وحدة. ما مساحة 
القطاع المظلل 407 ؟ 


167 )« 87 (ب) +6 (ج)‎ 4r )( 
A 


(۳) [2009 atصء۴e]‏ في الشكل المرفق» الدائرة والمريع ممما المركز نفسه 0 
والمساحة نفسها. نصف قطر الدائرة 1 وتقطع أحد أضلاع المربع بالنقطتين 
ص و ©.ماطول 20 ؟ 
( 4-7 (ب) 1 (ج) 2-7 (هم 2ل 








۴٣۹۲ 2008[ )54(‏ ] في الشكل المرفق» 2 تقع على ۲ أقطار الدوائر الثلاث 
هي 7× 221 ¥×. 12= 7× 8= 2۲. 4 مساحة المناطق 








الدواخر ۴44 
ااه 5 A‏ 
المظللة» 8B‏ مساحة المناطق غير المظللة. B‏ يساوي: 
ا( 


5 2 12 
3 (ب) 3 2 15 (د) 1 


»B »A۸ ]Fermat 2000[ )55(‏ © مراكز ثلاث دوائر متماسة كما هو مبين في 
الشكل» أنصاف أقطارها 2» 4» 6 على التوالي. في المخلث 247860 : 
() 4 حادة (ب) 905 = 8 (ج) 90° = 4 (د) جميع زواياه حادة 


5 


(57) [2005 #عنوم] ثلاث دوائر لها المركز نفسه. نصفا قطري الدائرتين الكبيرتين 
هما 13 و 12. مساحة الحلقة بين الدائرتين الكبيرتين تساوي مساحة الدائرة 











5 الهندسة الجزء الأول) 
الصغيرة. ما طول نصف قطر الدائرة الصغيرة ؟ 
5 (ب) 6 (ج) 7 )۵ 9 
(۷) [2007 681015] وصلنا قطاعين من دائرة نصف قطرها 12 كما هو مبين في 
الشكل المرفق. ما مساحة الشكل 4807 ؟ 
+12 (ب) +24 (ج) 367 )د( +487 





]M40 2009[ )5(‏ 48017 مربع مرسوم داحل نصف دائرة كما هو مبين. إذا 
#اوطرل طلم ال پا فطر الداقة ساوت ر فاق 2 * 
طول ضلع المربع يساوي :2 وقطر الدائرة يساوي 0 


5ه 5ه 5 
0 وبا ء- () ۷/5 


ج 
2 


]M۸0 2009[ )59(‏ محيط قطاع دائري يساوي 28 سم ومساحته تساوي 
49 سم'. ما طول هذا القطاع با 0 
7 (ب) 14 (ج) 22 (د) 26 








الدوائر 2*1 


]M40 2008[ )0(‏ أضلاع ۸۶02 مماسات للدائرة التي مركزها 0. إذا كان 


0° = ۶ فما قياس 700 ؟ 


60° ¢ 





(ب) 65 (ج) 70° (د) 75° 
A‏ 


Ê 


]MA0 2008[ )5١١(‏ دائرتان (0)0,,20) و (15,ر0)0 تتقاطعان في نقطتين. ما 
الفرق بين مساحتي المنطقتين غير المشتركتين بين الدائرتين ؟ 


(أ) +25 


(ب) 1757 (ج) 4507 «) 6257 


]M40 2008[ )57(‏ في الشكل المرفق» 48 قطر في الدائرة التي مركزها 0» 
«AD‏ 28ء BE‏ ماسات للدائرة. 77 × 2 يساوي: 


(DA) () 


D 


(FO) () (D0) (e) (EB) )ب(‎ 








4۲ الهندسة (الجزء الأول) 


(۳) [1999 310.)وناك] قطر نصف الدائرة الكبيرة يساوي نصف قطر ربع الدائرة 
في الشكل المرفق وكل منهما يساوي 2. ما نصف قطر نصف الدائرة 
الصغيرة ؟ 


2 و 36 وم 2 
7 - 10 € 3 


(54) [1999 ©21.وسدة] في الشكل المرفق» دائرتان متطابقتان مركزاهما × و لآ 
ونصف قطر كل منهما 1. مساحة المنطقة المظللة 2 تساوي مساحة المنطقة 
المظللة ©. ما طول ۷× ؟ 


T 


(ب) 1.4 (ج) 1.5 (د) - 


]Aut.MC 2001[ )55(‏ ۸480 قائم الزاوية عند 8 وأضلاعه مماسات للدائرة 


( 


3 | حبر 


عند F <E «<D‏ على التوالي. 2.2477 8= € .D‏ ما مساحة 
956 ؟ 








GG الدوائر‎ 


أ( 28 (ب) 49 (ج) 56 (د) 60 








B 7 0 


MC 2003[ )57(‏ ا ]A‏ المثلث 0طى متساوي الساقين فيه Q۸‏ = 20. 
$ نقطة على 27 حيث 15 - PQ .SR = 21 «P$‏ و QS‏ و SP‏ 
مماسات للدائرة الصغيرة عند X‏ و 7 و 2 على التوالي. ۸Q‏ و 5© 
و 5# مماسات للدائرة الكبيرة عند 67 و 77 و 1# على التوالي. ما طول 
؟ 





¢ 2 (ب) 3 (ج) 4 () 5 











5 الهندسة «الجزء الأول) 


(1۷) [2001 MCاAu]‏ في الشكل المرفق» ۶Q‏ قطر نصف الدائرق» 


«PS = SR‏ 40° = 0278 . ما قياس $P‏ ؟ 
() 25° (ب) 30° (ج) 35° (د) 40° 


/ 


(54) [2004 ©31ؤوسه] أضلاع المربع 20105 ماسات للدائرة وأيضاً 07 


0 


مماس للدائرة» RT . RU = RS‏ يساوي: 
2 8 1 8 
“RQ )‏ ر —R ~-RQ (e —R‏ 
0 © 9 (ب) @ 10 )ج( Q‏ 3 ««) © 5 
FY‏ 
ار ا 
R‏ 5 
]AM٣8 2005[ )59(‏ المثلث ۸48٥0‏ قائم الزاوية ومتساوي الساقين فيه» 
BC‏ = 40ء 4€ و 80 مماسان لنصف الدائرة التي مركزها 0 


ومساحتها 27. ما مساحة ۸۸480 ؟ 


¢ 6 (ب) 8 )ج( 37 )0( 4r‏ 








الدوائر 0< 


B 
4 الشكل المرفق يبين مربعين طول ضلع كل منهما‎ ]832108 2004[ )۷۰( 
ويتقاطعان في زاويتين قائمتين عند منتصفي ضاعيهما. قطر الدائرة هو القطعة‎ 
بين نقطتي التقاطع. ما مساحة المنطقة المظللة في الشكل ؟‎ 
28-27 )( 28-47 جه -16 (ب) 16-27 (ج)‎ )( 


. 2 في الشكل المرفق» نصف قطر الدائرة الصغيرة يساوي‎ ]AM ٥104 2009[ )۷١( 
الكسر الذي يمثل نسبة مساحة الحزء المظلل إلى مساحة نصف الدائرة الكبيرة‎ 
هو‎ 


1 7 2 
ا اث ب ا اسسا 
0 2 7 م @ + 2 و 











5 الغندسة «الجزء الأول) 

M٥10۸ 2006[ )۷۲(‏ ۸] أراد وائل أن يربط كلبه بحبل مثبت عند أحد أضلاع 
مربع طول ضلعه 16. اقترح عليه صديقه أحمد أن يختار نقطة منتصف أحد 
الأضلاع ليثبت الحبل كما هو مبين في الشكل 1 ولكنه اعتقد أنه بتثبيت 
الحبل كما هو مبين في الشكل 11 فإنه سيحصل على مساحة أكبر يتحرك 
فيها الكلب. أي الاقتراحين أفضل وما هي المساحة الأكبر ؟ 


40+ «II )د(‎ 36r «II (ب) 1»› 387 )ج(‎ 327 «1I 0 


. الحبل أ4 
5 8 
19 11 


(75) [2008 3101284 ,43010104] 4 و 8B‏ نقطتان على دائرة مركزها 20 





60° = 408 . دائرة أخرى تمس الدائرة الأولى داحلياً و 04 و 08 
مماسان لما. ما النسبة بين مساحة الدائرة الصغيرة إلى الدائرة الكبيرة ؟ 


1 1 1 
ا کے ب ب = 
© 16 (ب) 9 2 8 زه 6 


]AM ٤104 2007[ )75(‏ في الشكل المرفق» أربع دوائر متطابقة نصف قطر كل 
منها 1 وكل منها تمس ضلعين من أضلاع المربع وتمس دائرة نصف قطرها 2 
كما هو مبين في الشكل. ما مساحة المربع ؟ 
() 22+12۷2 (ب) 16013 + 16 (ج) 48 (د) 16۷2+ 36 








الدوائر ۷ 








(75) [2005 4210104] أنشأنا الشكل المرفق برسم قطاعات دائرية حول أضلاع 
مثلثات متساوية الأضلاع ومتطابقة طول ضلع كل منها 1. ما مساحة الحزء 
المظلل ؟ 


قد 1 9 
¢( —+ > (ب) 3 )ج( T‏ 


98 
و © 2 3 


3 


1 1 
(77) [2003 لوءووص] في الشكل المرفق» دائرتان (۸ ٥)4,‏ و (0)8,7 تتقاطعان 
في النقطتين 2 و © حيث 60° = 240 و 90° = 280. ما النسبة 
بين مساحة (۸ ,0)4 إلى مساحة (0)8,۲ 


4 ويج 3 ر (د) 2 
3 ع € 1 1 














54 الهندسة «الجزء الأول) 


31 


(۷۷) [2002 لهءقدط] في الشكل المرفق» 100 قطر نصف الدائرة الأولى التي 
مركزها 0 ونصف قطرها 1 و 48 قطر نصف الدائرة الثانية. ما مساحة 
المنطقة المظللة ؟ 

3: 1 


د (@ =+ س 
2 2 4 


4 


ردج 
سر 
03( 
ب 
براقع 
~~ 
ك 
3 اح 


A 0 C 


(۷۸) [2001 41٥یه۴]‏ دائرتان متطابقتان محاطتان بمستطيل طوله 10 وعرضه :2 
كما هو مبين في الشكل. إذا كانت المسافة بين مركزيهما تساوي 2 فإن به 
تساوي: 


م 15 
آ) - ب معد 
0 4 (ب) 5 (ج) 6 0 








الدوائر ۹ 


48٥0D ]Psca1 2000[ )/9(‏ مستطيل فيه 10 = 47. مساحة المنطقة 
المظللة تساوي 100. أصغر مسافة بين نصفي الدائرة تساوي: 
(أ) 5 - 2.57 (ب) 2.57 (ج) 5+ 2.57 )د( 57 
A D‏ 


B 0 


80) [2001 رماره٤]‏ طول ضلع المربع 4801 المرسوم داحل الدائرة 
يساوي 2. أضلاع المربع هي أقطار لأنصاف دوائر كما هو مبين. ما مساحة 
المناطق المظللة ؟ 

أ( 2-4 (ب) 2-2 )ج( 7 (د) 4 











1 الهندسة «الجزء الأول) 





)8١1(‏ [1999 yعاره]‏ رسمنا ثلاث دوائر متماسة نصف قطر كل منها 10 بحيث 
تقع مراكزها على استقامة واحدة داحل مستطيل ثم أحطنا المستطيل بدائرة 
أخرى كما هو مبين في الشكل. مساحة الدائرة الكبيرة تساوي: 

(أ) 10007 (ب) 13007 )ج( 16007 )د( 17007 


(۸۲) [1998 رماوه] طول ضلع المربع 4802 يساوي 8. 80 مماس لدائرة 














الدوائر 4 


مركزها 0 وتمر بالنقطتين 4 و (. ما طول نصف قطر الدائرة ؟ 


3 (ب) 4 (ج) 5 () 6 
B‏ مع 0 ر 


اک 


0 کو چ 17 


]Fermat 2001[ )A(‏ الدائرتان (0)4,3 و (0)8,1 متماستان كما هو مبين. 
00 مس الدائرتين عند 8 و 7 و 02 يمس الدائرة (0)4,3 عند 17 
وعمودي على 00» (01 مماس للدائرتين كما هو مبين. ما طول 02 ؟ 
¢ 83 (ب) 3+63 )ج 6+3۷3 م 3/3 +و 

D 








1۲ الهندسة «الجزء الأول) 
۴erm 2000[ )۸٤(‏ ] دائرتان متماستان نصف قطر کل منها 10. رسمنا مماساً من 
مركز إحداهما إلى الدائرة الثانية. ما مساحة المنطقة المظللة مقربة إلى أقرب عدد 


صحيح 5 
5 (ب) 6 (ج) 7 (د) 8 


۴erm 2000[ )۸(‏ ] دائرة تمس ثلاثة من أضلاع مستطيل طوله 4 وعرضه 2 
كما هو مبين. يقطع قطر المستطيل الدائرة في النقطتين 4 و 8. ما طول 

الوتر 48 ؟ 
5ه 25 385 45 


ا ا عت كك لك مد 
E 5 0‏ © و 0 وو 


2 


]Fermat 1999] (^)‏ (0)047 و (9,ي0)0 و (0)0,4 ثلاث دوائر متماسة 














الدوائر 1۳< 


كما هو مبین» ‏ || 1 حيث 72 ماس للدائرتین (,,0)0 و (0)0,4 
و 1 ماس للدائرتین (0)0,,7 و (9,ر0)0. ما طول م ؟ 
() 10 (ب) 11 (ج) 12 (د) 13 





]۴yer 2009[ )87(‏ في الشكل المرفق» 0» 16» 14 مراكز ثلاثة أنصاف دوائر. 
9 = 00» 36 = 08. 1 ماس للدائرتين الصغيرتين عند 8 و 8 
حيث 5× و 145 عموديان على 7. ما مساحة الشكل الرباعي 
KSEM‏ ؟ 
() 600 (ب) 960 (ج) 1080 (د) 2040 


35 
x 
© 
Q 
5 
هه‎ 














515 الهندسة (الجزء الأول) 
(88) [2007 هنملة©] في الشكل لمرفق» 408 قطاع الدائرة (0)0,12» 
60° = 108 . 0۲ عمودي على 48 ويقطعه عند × . ما طول ر ؟ 


¢ 8-6۷3 رب 9-6/3 (ج 60/3 -10 م 12-63 
A‏ 


B 


E114 2006[ )۸۹(‏ ] في الشكل المرفق» 48 و 80 وتران في الدائرة» 2 نقطة 
على الدائرة حيث 80 ل 472 و 8 نقطة على الدائرة حيث 
BC‏ || 28 . ما قياس 280 + EAC‏ ؟ 
() 80° (ب) 90° (ج) 95° (د) 100° 


B 
A 


C 


(4۰) [2001 idاEuc] BC‏ ۸4 متساوي الساقين فيه 25 = 80 = 48 و 
0 = 40. 80 قطر في دائرة يقطع 48 عند × ويقطع ۸€ عند 








الدوائر 10< 


۲. ماطول ۲× ؟ 
10 (ب) 15 (ج) 20 (@) 25 





(4۱) [2000 idاEuc]‏ 4802 شبه منحرف متساوي الساقين فيه 
ه = 09 = 48 . مساحة 48072 تساوي 80. (0)0,4 دائرة تمس 
الأضلاع الأربعة لشبه المنحرف. ما قيمة = ؟ 

7 (ب) 8 (ج) 9 (د) 10 


B0 


A D 


(31) [1999 idاEuc]‏ المماسان للدائرتين (4,5) © و (0)8,2 يتقاطعان بزاوية 
قياسها 90° كما هو مبين. ما طول 48 ؟ 


5 (ب) 5۷2 ( 7 (هم 5/2 














للق الهندسة (الجزء الأول) 


5240 


(99) [1998 4ناعنظ] في الشكل المرفق» 120 قطر في الدائرة الكبيرة التي مركزها 
4 و 410 قطر في الدائرة الصغيرة التي مركزها 8. 5( ماس للدائرة 
الصغيرة عند » 12 = 220 . ما طول DE٤‏ ؟ 
¢ 6/2 (ب) 7/2 (ج) 8/2 (د) 9/2 





(95) [2004 31©104ه] 4» 8ء 0 ثلاث دوائر متماسة خارجياً وتمس الدائرة 
2 داخلياً كما هو مبين في الشكل. الدائرتان 8 و © متطابقتان. الدائرة 
4 نصف قطرها يساوي 1 وتمر بمركز الدائرة 7 . ما طول نصف قطر الدائرة 
8؟ 








الدواخر ۷ 


8 
۹ مج) و E‏ 


دن 
سا|یں 


]۸A M٨108 2004[ )15(‏ دائرة نصف قطرها 1 تمس دالياً دائرتين نصف قطر 
كل منهما 2 عند 4 و 8 حيث 48 هو قطر الدائرة الصغيرة كما هو 
مبين. ما مساحة المنطقة المظللة ؟ 


© 








۸ الهندسة (الجزء الأول) 
0 2-3 (ب) 2-8 


7-3 (١ 2-3 ج(‎ 








الدواخر 


إجابات المسائل غير المحلولة 


أ )د )ج 

)د (۷) ب (0) د 

١01)د‏ هد | )ب 
)ج ا (۸) ج 
)د (۲۲) ب 05 د 
١‏ ) د (۷) ج (۲۸) ب 
)۳١(‏ ج 00 د (۳) ب 
)۳٣(‏ د (۴۷) ب »۳ 

)٤(‏ ج )٤(‏ د )د 
:)د )٤۷(‏ ج )٤۸(‏ ب 
01 ج ] O)‏ 

ا (00) د (/ه) ب 
)٦۱(‏ ب EA)‏ 0 ج 
(55) ب ۷ا )ج 
)ا )ج (۷۳) ب 
005 ج (۷۷) ب () ج 
ا 05 ج كمد 
۸١‏ ج )٨۷(‏ د (۸۸) د 


e) د‎ )( 509 


(5) ب 
() ج 
ج 
(19) ب 
)د 
() 
() د 
(۳۹) ج 
)ج 
)٤۹(‏ ج 
22595 
)پټ 
() د 
)٦۹(‏ ب 
)9 
(۷۹) ب 
(8655) د 
)۸٩۹(‏ ب 
() د 


5۹ 


(°9) ج 

)د 
(5١1)د‏ 
(۰ أ 

(۲)ب 
(۳۰) ب 
فيا 

050 

)٥(‏ أ 

550 
2 
١60)د‏ 
(165) ج 
تقاف 
(9 ۷ ب 
(۸۰) د 
)۸٥(‏ د 
(۰) ني 
)٩(‏ ب 








رياضيات الأولمبياد 


مرحلة الإعداد 


تهدف هذه السلسلة إلى توفير مادة علمية 
كرية لمساعدة المدأرس والمعلفين والطلاب 
والمهتمين بإعداد الطلاب الموهوبين المتفوقين 
والذين لديهم شغف بالرياضيات على المشاركة 
في مجال مسابقات الرياضيات الدولية. تحتو 
هذه الكتب على محتوى علمي وشروح وأمثلة 
تتخطى فروع الرياضيات لترسم للطلاب 
الواعدين طريقًا نحو التميز. وتقدم مصدرًا 
ثريا ومعينًا للمعلمين على تدريب الطلاب 
على التفكير الرياضي. إلى جميع المدارس 
والمعلمين الذين يرغبون في إعداد طلابهم 
للمنافسة في أولمبيادات الرياضيات الدوليةء 
سوف تعطيكم هذه السلسلة أول الخيط ليكون 
طلبتكم أحد أعضاء فريق مؤهل للمنافسة في 
مسابقات الرياضيات الدولية. 





وترمي موهبة من خلال هذه الإصدارات 
المتخصصة في الرياضيات إلى توفير مادة 
تدريبية باللغة العربية للمدارس والمعلمين 
والطلاب» وهي مادة مناسبة لمستويات مختلفة 
من الطلاب. 


موضوع الكتاب 
-١‏ الرياضيات - تعليم 


؟- الأعداد 
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